1. неперервні та дискретні динамічні системи системи, їх взаємозвя’язок
Динаміка системи описується її математичною моделлю. Така модель відображає математичну залежність між трьома безліччю змінних: змінними входу, виходу і стану.

Вхід системи, виражений або безліччю тимчасових функцій, або безліччю тимчасових послідовностей вхідних значень, представляє зовнішні змінні, діючі на систему. Вихід системи, виражений аналогічно входу, представляє опис безпосередньо спостережуваної поведінки системи.

Основна властивість будь-якої динамічної системи полягає в тому, що її поведінка у будь-який момент часу залежить не тільки від змінних, діючих на неї в даний момент часу, але і від змінних, що діяли на неї у минулому. Ми можемо вважати, що така система володіє "пам'яттю", яка дозволяє враховувати внесок змінної, що діяла на неї з минулого моменту часу до моменту спостереження її поведінки. Стан системи, визначуваний як безліч значень так званих змінних стану, представляє миттєве значення "елемента" цієї пам'яті. Якщо в довільний момент часу t0 відомий стан і вхідний відрізок  
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, то у будь-який момент часу  
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 можуть бути визначений вихід і стан системи.

Приведене вище визначення стану є вельми наближеним. Воно дає всього лише попередню інформацію про поняття "стан" і "змінні стану". Точне визначення приводиться в § 2.2.

Поняття "динамічна система" також вельми приблизно. Звичайне значення виразу "динамічний" майже той же самий, що і у виразу "причинний": минулі події впливають на майбутні події, але не навпаки. Математичний опис динамічної системи приводить до підкреслення і формалізації напряму причинності від минулого до майбутнього. З математичної точки зору динамічна система є аксіоматичним поняттям. Ми приймаємо тут визначення, дане Р. Калманом [69.4].

Визначення 2.1. Динамічною системою ∑ називається складний математичний об'єкт, визначуваний наступними аксіомами.

(1) Задані наступні множини: безліч моментів часу Т, безліч
станів X, безліч вхідних значень U, безліч допустимих вхідних функцій  
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, безліч вихідних значень У і безліч вихідних функцій   
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(2) (Напрям часу.) Множина  Т — впорядкована підмножина безлічі дійсних чисел.

(3) Простір допустимих вхідних функцій Ω задовольняє наступним умовам:

(1) (Нетривіальність.) Множина  Ω  непорожня.

(2) (Зчленовування вхідних дій.) Вхідний відрізок  
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, задана на тимчасовому інтервалі  
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то знайдеться функція  
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(4) Задана перехідна функція стану  
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, яка визначає стан  
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, досягнуте у момент часу  
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 при вхідній дії  
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, якщо в початковий момент часу  
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 початковий стан  
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Функція  
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 володіє наступними властивостями:

(1) (Напрям часу.) Функція  
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 визначена для всіх значень  
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(2) (Узгодженість.) Рівність  
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(3) (Композиційна властивість.) Для будь-яких значень t1< t2 < t3 і будь-яких станів х
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(4) (Причинність.) Якщо  
[image: image30.wmf]W

Î

¢

w

w

,

 і  
[image: image31.wmf](

]

(

]

t

w

t

w

,

,

t

t

¢

=

¢

¢

, то  
[image: image32.wmf](

)

(

)

w

t

j

w

t

j

¢

=

,

,

;

,

,

;

x

t

x

t

.

(д) Існує відображення виходу з: T x Х>Y, визначаюче вихідну величинуу
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 є вихідним відрізком, тобто відрізком  
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 деякої вихідної функції, яка задана на інтервалі  
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Відзначимо, що пара  
[image: image38.wmf](

)

x

,

t

, де  
[image: image39.wmf]X

x

T

Î

Î

,

t

, представляє подію в динамічній системі ∑. Безліч Т x X визначає простір подій в динамічній системі ∑.

Система є фізично реалізованою, якщо її вихід і стан в довільний момент часу t0 є функцією тільки тих входів, які впливали на систему до моменту часу t0.

Іноді корисно розглядати як фізично реалізовану таку систему, вихід і стан якої схильний дії u(t, t0], тобто дії аж до моменту t0 включно. В цьому випадку існує відображення виходу η: T x X x U > У, визначаюче вихідну величину 
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Система називається детермінованою, якщо її вихід і стан у будь-який момент t можна достовірно визначити по її стану в деякий момент 
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 і по відомому входу з напівзамкненого інтервалу [t0, t).

Система називається стохастичною, якщо інформація про її стан в деякий момент часу t0 і про її вхід на інтервалі [t0, t) дозволяє визначити вихід системи і її стан у момент часу t > t0 тільки з певною вірогідністю або іншими статистичними засобами.

Оскільки вхід, стан і вихід описуються кінцевим числом змінних, то ми представлятимемо їх векторами. Так, наприклад, вхід керованого об'єкту, що складається з m змінних, позначається вектором
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Аналогічно цьому стан об'єкту виражається вектором змінних стану. Так, наприклад, в лінійному керованому об'єкті n-го порядку, який складається з послідовного з'єднання n ланок першого порядку, стан може бути представлений змінними, що виміряються між окремими ланками і в кінці ланцюжка цих ланок. Позначимо ці змінні через х1, х2..., хn.

Як змінні стану можуть бути вибраний, наприклад, похідні вихідній змінній  
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 або будь-які інші функції, які звичайно є лінійною комбінацією таких змінних системи, які утворюють вектор стану, повністю визначаючий стан системи. Звідси витікає, що вибір компонент вектора стану достатньо довільний, важливо тільки, щоб ці компоненти повністю описували стан системи. При виборі компонент вектора стану ми віддаємо перевагу таким змінним стану, які дозволяють спростити необхідні розрахунки або які легко можуть бути зміряний і т.д.

Вихід об'єкту також виражається вектором вихідних змінних. Цей вектор однозначно визначається вектором стану. Вихідний вектор може навіть співпадати з вектором стану, або вихідні змінні можуть безпосередньо співпадати з деякими змінними вектора стану. Наприклад, в керованому об'єкті, який складається з ланцюжка послідовно сполучених ланок першого порядку,  вихідна   змінна ланцюга х1 є однією  з  компонент як вектора стану
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Безліч всіх можливих входів u назвемо простором входів U. Аналогічно безліч всіх можливих станів системи х називатиметься простором станів X, а безліч всіх можливих виходів системи у – простором виходів У.

Якщо вектори входу, стану і виходу визначені в кожний момент часу t з деякого інтервалу (безперервний час), то ми говоримо про безперервну систему, безперервний керований об'єкт і т.д. Якщо вектори входу і стану визначені тільки в дискретні моменти часу tk, де k є послідовністю чисел, звичайно цілих з деякого інтервалу, то ми говоримо про дискретні системи.

2. пряме z-перетворення
Визначення z-перетворення. Нехай {xk} = (x0, x1, x2 .) - числова послідовність, кінцева або нескінченна, що містить відлікові значення деякого сигналу. Задамо в однозначну відповідність даної послідовності суму ряду по негативних ступенях комплексної змінної z:
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(15.17)
Назвемо цю суму, якщо вона існує, z-перетворенням послідовності {хk}. Доцільність введення такого математичного об'єкту зв'язана з тим, що властивості дискретних послідовностей чисел можна вивчати, досліджуючи z-перетворення цих послідовностей звичайними методами математичного аналізу.

В математиці z-перетворення називають провідною функцією початкової послідовності.
На підставі формули (15.17) безпосередньо обчислюється z-перетворення дискретних сигналів з кінцевим числом відліків. Так, найпростішому дискретному сигналу з єдиним відліком {xk} = (1, 0, 0 ...) відповідає Х(z)=1. Якщо ж, наприклад {xk} = (1, 1, 1, 0. 0. 0 ...), то
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3. інтервал (крок) дискретизації
Імпульсний модулятор є пристроєм з двома входами. На один з входів подається початковий аналоговий сигнал х(t), що підлягає дискретизації. На іншому вході модулятора діє періодична послідовність коротких синхронізуючих імпульсів, що слідують у часі через рівні проміжки Δ, що називаються інтервалом (кроком), дискретизації. Схема модулятора побудована таким чином, що у момент подачі кожного імпульсу синхронізації відбувається вимірювання миттєвого значення сигналу x(t) і на виході пристрою виникає короткий імпульс, площа якого пропорційна цьому миттєвому значенню.

Описаний принцип дозволяє записати наступну математичну модель дискретного сигналу, отриманого шляхом імпульсної  модуляції:
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(15.1)

Згідно даної моделі, значення сигналу в паузах умовно вважаються рівними нулю.

4. алгоритм Хо-калмана для побудови математичних моделей лінійних динамічних систем
Найбільш відомий алгоритм Хо-Калмана. Тут початкова інформація представлена у вигляді матриці Генкеля:
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(2.44)
Кожний елемент матриці Генкеля в нашому випадку є квадратною матрицею розміру n х n., кожний рядок якої відповідає вихідним змінним, а стовпець - вхідним. Елемент з номером i, j цієї матриці визначає реакцію на j-му виході при подачі на j-й вхід одиничного сигналу у момент часу, обумовлений верхнім індексом. Кількість дискрет вихідних сигналів, що враховуються, тобто розмір матриці Генкеля знаходять на підставі оцінки її рангу, а розширення матриці Генкеля, ведуть до тих пір, поки її ранг зростає. Позначимо таку матрицю Генкеля мінімального розміру, що має максимальний ранг r, через 
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 і здійснимо її сингулярне розкладання згідно формулі
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(2.45)
де 
[image: image54.wmf]L

 - діагональна матриця, кількість ненульових елементів якої рівно r; Q і R - в нашому випадку квадратні речовинні ортогональні матриці.
Процедура розкладання (2.45) матриці Генкеля сама трудомістка в даному алгоритмі, проте існують програми, що успішно її реалізують.
Виходячи з отриманих матриць Q, 
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, R визначаємо пару матриць Р і Т, розмір яких співпадає з розміром матриці
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, таким чином:
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(2.46)
де 
[image: image59.wmf]+
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 - псевдозворотня діагональна матриця відносно . матриці, тобто її елементи  визначаються так:
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(2.47)

[image: image61.wmf]i
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- відповідний діагональний елемент матриці 
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Припустимо,  що рівності (2.46) проведено таким чином, що в матриці є m ненульових елементів, що заповнюють початок діагоналі, і введемо поняття зміщеної матриці Генкеля 
[image: image63.wmf]s
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(2.48)

вимагаючи при цьому, щоб розміри матриць 
[image: image65.wmf]Г

 і 
[image: image66.wmf]s

Г

 співпадали. Очевидно, для формування зміщеної матриці Генкеля необхідне знання додаткової дискрети вихідних змінних. Наступний крок алгоритму - формування виразу
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 (2.49)
Отримана матриця S складається з блоків, однозначно визначаючих матриці F, G, С:
[image: image1.wmf](
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 (2.50)

Матриця D, як неважко переконатися, співпадає з матрицею 
[image: image69.wmf]i

Г

 при i→∞.
Помітимо, що точне визначення максимального рангу матриці Генкеля в алгоритмі Хо-Калмана для багатьох практичних випадків необов'язково. При цьому в деякій мірі зменшується точність макромоделювання.
5. збіжність ряду
Якщо в ряді (15.17) присутнє нескінченне число доданків з відмінними від нуля коефіцієнтами, то необхідно досліджувати питання його збіжності. З теорії функцій комплексної змінної відоме наступне. Нехай коефіцієнти даного ряду задовольняють умові
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(15.18)
при будь-кому k≥0. Тут М>0 і 
[image: image71.wmf]0

R

>0 — постійні дійсні числа. Тоді ряд (15.17) збіжний для будь-яких z, таких, що |z|>R0. В цій області збіжності сума ряду є аналітичною функцією змінної z, що не має ні полюсів, ні істотно особливих крапок.
Розглянемо, наприклад, дискретний сигнал {xk}=(1, 1, 1 ...), утворений однаковими одиничними відліками і служить моделлю звичайної функції включення. Нескінченний ряд
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є сумою  геометричної прогресії  і  збігається при будь-якому z в межах |z| > 1. Підсумовуючи прогресію, одержуємо
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На межі області аналітичності при z = 1 ця функція має єдиний простий полюс.

Аналогічно виходить z-перетворення нескінченного дискретного сигналу вигляду
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де а — деяке дійсне число. Тут
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причому ряд збігається і розкладання має сенс в кільцевій області |z|>а.
6. імпульсна характеристика цифрового фільтра
[image: image421.png]anylk—n)+a,_ylk—n+ 1)+ ... +ayylk—1)+ayik) =
=boulk) +byulk — 1)+ ... +byulk—n).




Для того, щоб узагальнити формулу (15.30) на дискретний випадок, вводять поняття імпульсної характеристики ЦФ. За визначенням, така імпульсна характеристика є дискретним сигналом {hk}, який служить реакцією ЦФ на «одиничний імпульс» (1, 0, 0, 0. ...):
(1,0,0,0,...)>(h0,h1,h2…).


(15.33)
Лінійний ЦФ буде стаціонарним, якщо при зсуві вхідного одиничного імпульсу на будь-яке число інтервалів дискретизації імпульсна характеристика зміщується таким же чином, не змінюючись формою. Наприклад:
(0, 1, 0, 0,…)→(0, h0, h1, h2,…),
(0, 0, 1, 0,…)→(0, 0, h0, h1, h2,…),
      (15.34)

Розглянемо, яким чином з властивостей лінійності і стаціонарності випливає найбільш спільний алгоритм функціонування ЦФ даного вигляду. Нехай {xk} = (х0, х1, x2, ...) — деякий сигнал на вході ЦФ. Фільтр володіє відомою імпульсною характеристикою. Використовуючи (15.32) і (15.34), можна записати значення вихідного сигналу {yk} у момент m–го відліку:
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(15.35)
Формула (15.35), що відіграє ведучу роль в теорії лінійної цифрової фільтрації, показує, що вихідна послідовність є дискретною згорткою вхідного сигналу і імпульсної характеристики фільтру. Значення цієї формули просте і наочне: у момент кожного відліку ЦФ проводить операцію зваженого підсумовування всіх попередніх значень вхідного сигналу, причому роль послідовності вагових коефіцієнтів відіграють відліки імпульсної характеристики. Іншими словами, ЦФ володіє деякою «пам'яттю» по відношенню до минулих вхідних впливів.
7. різницеві рівняння як математичний апарат опису дискретних систем 
§ 6.1. Об'єкт з одним входом і одним виходом█6.1.1. Процедура I - змінні стану визначаються співвідношенням xi (до + 1) = xi+1(k). В дискретному варіанті висновку рівнянь стану окремих частин замкнутої системи управління, описуваних лінійними різницевими рівняннями з постійними коефіцієнтами, ми повинні розрізняти випадки функціонування окремих частин в дискретному часі і функціонування окремих частин в безперервному часі. Позначивши вхідну змінну контура управління через u і вихідну змінну через у, можна записати відповідне різницеве рівняння у вигляді

[image: image422.png]Axk) = ulk),
Bxlk) = (k) .



(6.1) У разі, коли окремі частини контура управління, реалізовувані, наприклад, за допомогою ЦВМ, функціонують в дискретному часі, коефіцієнт bо може відрізнятися від нуля, тоді як у разі безперервних елементів цей коефіцієнт завжди повинен дорівнювати нулю, за винятком найпростішого випадку об'єкту нульового порядку. █В рівнянні (6.1) скорочено запису був вибраний одиничний період квантування. Загалом же випадку замість у(до — i) слід писати  у[Т(до — i)]. Введемо оператор запізнювання E-i на i періодів квантування: █[image: image77.png]E-lylkN =ylk—i).




(6.2)

З урахуванням позначення (6.2) рівняння (6.1) можна записати у вигляді
 [image: image78.png]I aE~ 'y = T bEwlk],
=) o
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(6.4)

де, очевидно█[image: image79.png]



(6.5)

Як і в п. 3.2.1, ми можемо представити рівняння (6.4) двома співвідношеннями █
(6.7)

Введя змінні стану 
[image: image80.png]xlk — n) = x, (k),
xtk—n+1)=x, (k +1)=x; k),
Xk —n+2)=xalk+ 1) = x50k,

Xtk = 1) = Xy k + 1) = XK.
xk) = xptk + 1),



(6.9)

ми можемо записати рівняння (6.6) у вигляді
[image: image81.png]1
Xtk +1)=— [ulk) —a1xptk) ~a3%, 1 (k) = ... —apx,(k)], 2o #0.
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 (6.10) █Вираз (6.7) для змінних стану, що задаються співвідношеннями (6.8) і (6.9), приймає вигляд

[image: image82.png]ylk]
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(6.11)

Підставляючи вираз (6.10) в рівняння (6.11), отримаємо
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(6.12)
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(6.13)
Рівняння (6.8) і (6.10) визначають перше рівняння стану

 [image: image85.png]


   (6.14)

а рівняння (6.13) визначає друге рівняння стану
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   (6.15)

Обидва рівняння можуть бути стисло записано таким чином:[image: image87.png]xlk + 1) = Ax(k) + bulk),




(6.16) [image: image88.png]yik) = cTxlk) +dulk) .




(6.17)

Структури окремих матричних операторів і векторів в (6.16) і (6.17) виходять з порівняння цих рівнянь з рівняннями (6.14) і (6.15). У разі керованого об'єкту, для якого bо = 0, рівняння стану (6.15) спрощується. З розгляду рівнянь (6.14) і (6.15) витікає, що в початковому різницевому рівнянні (6.1) доцільно покласти а0 = 1. Блок-схема рівнянь стану показана на мал. 6.1. █Далі, як і у разі безперервних систем, ми називатимемо перше з рівнянь стану (6.16) і (6.17) рівнянням динаміки, а друге — рівнянням виходу. Тоді А - матриця динаміки, b(В) — матриця-стовпець входу (матриця входу),сT (С) -матрица-рядок виходу (матриця виходу) і d(D) — коефіцієнт входу (матричний коефіцієнт входу). Терміни в дужках відповідають багатовимірним системам.
8. зворотнє z-перетворення
Нехай Х(z) — функція комплексної змінної z, аналітична в кільцевій області |z|>R0. Чудова особливість z-перетворення полягає в тому, що функція Х(z) володіюча даною властивістю, визначає собою всю нескінченну сукупність відлікових коефіцієнтів (x0,x1,x2,…).

Дійсно, помножимо обидві частини (15.17) на  множник zm-1
zm-1X(z)=x0zm-1+x1zm-2+...+xmz-1+…

(15.20)
а потім обчислимо інтеграли від обох частин отриманої рівності, узявши як контур інтеграції довільну замкнуту криву, що лежить цілком в області аналітичності і охоплюючу собою всі полюси функції Х(z). При цьому скористаємося наступним фундаментальним фактом, що витікає з теореми Коші:
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Обхід контура інтеграції проводиться в позитивному напрямі, тобто проти годинникової стрілки.

Тоді в нуль звернуться інтеграли від всіх доданків правої частини, за винятком доданку з номером т,  і тому
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(15.21)
Дана формула називається зворотним z-перетворенням.
9. дискретні рівняння стану та їх зв’язок з диференціалами
Позначимо вектори значень струмів і напруг багатополюсника, що визначені в деяких тимчасових точках (tk = kТ) відповідно i(k) і u(k). Так же як і раніше, виходячи з компонент векторів i(k) і u(k), сформуємо нові вектори v(k) і у(k), що є векторами дискретних значень невизначених і визначених змінних багатополюсника. Тоді дискретну макромодель лінійного багатополюсника можна представити у вигляді наступного співвідношення:
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(2.35)
де 
[image: image92.wmf]i

a

і 
[image: image93.wmf]i

b

 - матричні коефіцієнти відповідних розмірів.

В реальних випадках верхня межа сумування у співвідношенні (2.35) є кінцевою, і тому процедура ідентифікації такої дискретної макромоделі лінійного динамічного багатополюсника, яка полягає у визначенні матричних коефіцієнтів 
[image: image94.wmf]i

a

і 
[image: image95.wmf]i

b

/i = [image: image96.png]1,7



, досить проста і приводиться до знаходження системи лінійних рівнянь необхідного розміру.  При цьому, як легко переконатися для існування і єдиності обчислення такої системи достатньо враховувати  Кт дискрет вхідних і вихідних величин:

km=n(2N+1)




(2.36)

При даному підході деякі труднощі виникають при визначенні значення N, але вони легко вирішувані.
Слід зазначити і негативні сторони математичної моделі у формі (2.35), що виявляються при розрахунку динамічних режимів на ЕЦОМ, обумовлені великою кількістю операцій, необхідних для визначення однієї крапки, і значним об'ємом оперативної пам'яті, що використовується.
Макромодель, записану у вигляді різницевого рівняння (2.35), можна представити за допомогою змінної z, використовуючи дискретне перетворення функції f(t), визначене як
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(2.37)
Застосовуючи дане перетворення до виразу (2.35) і враховуючи його лінійність, після відповідних перетворень одержуємо співвідношення

M(Z)Y(Z)=N(Z)V(Z)



(2.38)

де M(Z) і N(Z) – квадратні матриці, елементи яких є відношення степеневих поліномів змінної Z; У(Z) і V(Z) - зображення в Z -області відповідних змінних даного багатополюсника.

Якщо матриця M(Z) - неособлива,  вираз (2.38) можна переписати в більш звичній формі:

У(Z)=H(Z)V(Z)




(2.39)

де H(Z)=M-1(Z)N(Z) - матрична передавальна функція в Z -області.
Очевидно, матриця Н(Z) виконує ту ж роль по відношенню до дискретних значень змінних багатополюсника, що і матрична операторна передавальна функція /гібридна матриця багатополюсника/ H(р) стосовно їх безперервних значень.
Матриця Н(Z), як і різницеве рівняння /2.35/, однозначно визначає властивості лінійного багатополюсника, проте її використання при аналізі динамічних режимів чисельними методами ускладнене. Певні труднощі виникають і при безпосередній ідентифікації параметрів дискретної макромоделі багатополюсника у вигляді рівняння /2.39/.
Значною мірою відзначених вище труднощів і недоліків позбавлена макромодель динамічного багатополюсника у вигляді дискретного рівняння стану, який в лінійному випадку має такий вигляд:
x(k+1)=Fx(k)+Gv(k);

у(k+1)=Cx(k+1)+Dv(k+1)



(2.40)

де x(k)    - вектор змінних стану,  визначених в k-й тимчасовій точці, порядку m; F, G, С, D – речові матриці відповідних розмірів.

Безперечна перевага дискретного рівняння стану полягає в тому, що значення змінних в подальшій точці визначаємо на підставі тільки однієї попередньої точки.
Зв'язок параметрів дискретного і безперервного рівнянь стану добре відомий, зокрема, при східчастій апроксимації компонентів вектора v(t) з рівняння /1.19/ справедливі наступні співвідношення:
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(2.41)
Відзначимо, що матриці С і D для дискретного і безперервного рівнянь стану співпадають. Також можливі переходи від різницевого рівняння /2.35/ або співвідношення /2.39/ до дискретного рівняння стану. Ці переходи характеризуються неоднозначністю,  обумовленою певним свавіллям у виборі вектора змінних стану. Декілька типів рівнянь стану, полікованих при цьому, розглянуто в роботах [20,56]. Наприклад, виходячи з моделі вигляду /2.39/,  при незначних обмеженнях легко отримати дискретне рівняння стану таким чином [56].
10. оптимізаційний підхід для побудови дискретних математичних моделей нелінійних систем
Дискретну макромодель нелінійного багатополюсника можна представити у вигляді різницевого рівняння або дискретного рівняння стану, але в цьому випадку взаємні переходи не завжди можливі.
 причому в загального випадку нелінійна залежність - це фунтції багатьох змінних. Тоді різницеве рівняння,  що представляє нелінійну макромодель, записуємо у вигляді 
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Ідентифікувати параметри такої макромоделі в загальному випадку через складні взаємозв'язки змінних важко, тому для вирішення практичних задач різницеве рівняння представляють в сепарабельному вигляді про нелінійностями у вигляді статичних поліномів [7]:
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 - речові матриці відповідних розмірів.
Подібне перетворення початкового рівняння /2.51/ при виборі достатньо великих N і M не звужує клас модельованих нелінійних динамічних об'єктів, проте істотно спрощує процедуру ідентифікації. В рівнянні /2.52/ невідомими є елементи матриць і, які входять в дане рівняння лінійно. Калічйстео нелінійних елементів цих матриць рівно 2NMn. Отже, з урахуванням  2NMn дискрет вихідних сигналів у(k) співвідношення /2.52/ перетворюється на розширену систему рівнянь щодо елементів матриць 
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. Проте отримана таким чином макромодель правильно відображатиме реакцію багатополюсника тільки на один сигнал /використаний при ідентифікації/. При цьому точність такої макромоделі, обусловлена кількістю використовуваних дискрет, не завжди задовольняє тій, що вимагається.  Тому при визначенні параметрів моделі  /2.52/ доцільно перейти до задачі лінійного програмування. Такий підхід дозволяє побудувати макромодель типу /2.52/, що відображає із заданою точністю поведінку багатополюсника визначеного класу вхідних сигналів /7.24/. Для цього рівність /2.52/ перетворюваний в систему лінійної  рівності вигляду
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Тут [image: image106.png]


- задане значення вектора вихідних змінних [image: image107.png]+ s



, введемо деяку, цільову функцію, наприклад, середньоквадратичне відхилення
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де R - кількість використовується дискрет для заданої сукупності сигналів.

Відзначимо, що співвідношення /2.53/ і /2.54/,  оскільки в них дискрети, що використовуються, не лімітуються, можна застосовувати не для одного сигналу,  а для визначеної їх совокупносто із заданого класу,  тобто  отримана макромодель буде визначений на класі сигналів [7].
Таким чином, задача ідентифікації параметрів дискретної макромоделі нелінійного динамічного багатополюсника зводиться до задачі мінімізації функції /2.54/ при обмеженнях /2.53/, тобто до задачі лінійного програмування. Очевидно, що ця задача характеризується великою розмірністю, але успішно розв'язується за допомогою сучасних засобів обчислювальної техніки [7, 57].
Розглянемо далі нелінійні дискретні макромоделі,  описані в просторі стану. Як і у попередньому випадку, тут використовують спеціальну спрощену форму рівняння стану,  що дозволяє узагальнити алгоритм Хо-Калмана на нелінійні динамічні багатополюсники. Найпоширеніша форма дискретного рівняння стану - так звана "оілінійна модель" наступного вигляду:
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- речові матриці відповідних розмірів.
При деяких спрощеннях Ісідорі запропонував оригінальний алгоритм /70/, який надалі був використовуваним іншими дослідниками, наприклад [68]. Розглянемо алгоритм Ісідорі застосувавши до ідентифікації спрощеної макромоделі вигляду /2.55/ /візьмемо [image: image111.png]SRR EE oY B [



, тобто число входів рівним одиниці/.

Введемо нескінченну послідовність
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Матриці [image: image113.png]


  визначаємо рекурсивно:
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З вхідної послідовності утворюємо сукупність векторів
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11. взаємна конфігурація дискретних систем
ВЗАЄМНА КОНФІГУРАЦІЯ ДИСКРЕТНИХ СИСТЕМ

В попередніх параграфах поняття стану застосовувалося в основному тільки до однієї динамічної системи, наприклад до керованого об'єкту. Лише в пп. 7.8.1 і 7.8.2 рішення торкалося замкнутих систем управління, тобто систем із зворотним зв'язком. Проте системи можуть володіти складнішою структурою, кожний елемент якої може бути динамічним елементом, описуваним рівняннями стану. Окремі динамічні елементи системи з складною структурою можуть утворювати або паралельну, або послідовну конфігурацію, або конфігурацію із зворотним зв'язком. Опис цих трьох основних конфігурацій динамічних елементів рівняннями стану є алгеброю для визначення рівнянь стану систем, що складаються з невеликого або навіть великого числа елементів. Ця алгебра рівнянь стану буде виведена в подальших параграфах.
§ 8.1. Паралельна конфігурація

Розглянемо дві системи, які описуються рівняннями стану
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Ці системи зв'язані паралельно. З мал. 8.1 виходить, що в цьому випадку  [image: image117.png]


 і результуючий вихідний сигнал  [image: image118.png]Y=y tya2



 Введя вектор стану
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ми можемо записати
[image: image121.png]A b
xlk+1) = [ b0 ]x(k)+[ ‘] ulk), (8.4)
0 A

by
ylk) = [c], cilxlk) + (d) +dy)ulk).




Рівняння (8.4) представляють результуючі рівняння стану двох систем, зв'язаних паралельно, які легко узагальнюються на довільне число паралельних систем.
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§ 8.2. Послідовна конфігурація

Встановимо тепер рівняння стану для послідовного з'єднання двох систем, описуваних рівняннями (8.1) і (8.2). При такому розташуванні хай вихід першої системи є входом другої системи, тобто  [image: image123.png]Y1 =u;



. В цьому випадку[image: image124.png]xilk+1) = Ayxy (k) + by, (k),
Xolk+1) = Ayxy (k) + by [cTx, (k) +dyu, (k)]

(8.5)



За допомогою вектора стану (8.3) ми можемо записати рівняння (8.5) у вигляді
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Вихід другої задається співвідношенням

[image: image126.png]ylk) =y, k) = [dycT, c3 1 xlk) + dydyu, (k). (8.7)



Справедливість цього співвідношення безпосередньо виходить з блок-схеми на мал. 8.2. Тут окремі компоненти вихідної змінної у утворюються векторами стану  [image: image127.png]


 і  [image: image128.png]


  і вхідної змінної  [image: image129.png]


.

[image: image130.png]or

e

]

2y (e ), y, Z(hk+1), Ly (K)
T i e
A A2

Puc. 8.2. MOCNEA0BATENLHER KOH(MIYPALMA AMCKPETHBIX CHCTEM.




8.3. Конфігурація із зворотним зв'язком

Конфігурація із зворотним зв'язком двох систем, описуваних рівняннями (8.1) і (8.2), відповідає блок-схемі на мал. 8.3. З цієї блок-схеми виходить, що
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де передбачається, що 
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Ради ясності аргумент 4 у змінних і векторів з виразів (8 8) - (8 121 опущений. За допомогою виразу (8.11) перше з рівнянь (8.1) приймає вигляд
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Підставляючи  [image: image135.png]u, (k)



в перше з рівнянь (8.2), ми отримаємо

[image: image136.png]X2 lk +1) = (bye] — bydy KdycTIx, (k) + (A, — byd, Kc;:))(; (k) + bydy Krik). (8.14)



За допомогою вектора (8.3) рівняння стану системи із зворотним зв'язком можна представити наступним способом:
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Згідно другому рівнянню  (8.2)  і виразу  (8.11) рівняння виходу має вигляд  [image: image138.png]va2lk) =c2x; (k) +dy [c1x: (k) +dyuy (k)] =c3x, (k) +
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Це рівняння може бути також записано у формі
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яка застосовна до систем з багатьма входами і багатьма виходами, де  [image: image140.png]
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 - прямокутні матриці, оскільки
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Остання рівність доводиться так:
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Якщо показана на мал. 8.3 система є замкнутою системою управління з управляючою змінною і і керованої змінної  [image: image144.png]


, то система, задана рівняннями (8.1), описує управляючий пристрій, а система, задана рівняннями (8.2), — керований об'єкт. 8 цьому випадку для задоволення вимоги фізичної реалізовуваної керованого об'єкту коефіцієнт  [image: image145.png]


 повинен бути рівний нулю. І навпаки, для цифрового коректуючого елемента ми допускаємо  [image: image146.png]d, # 0



.

Рівняння стану, отримані для паралельної, послідовної конфігурації і конфігурації із зворотним зв'язком, застосовні до двох систем з одним входом і одним виходом. Узагальнення на більше число систем не представляє особливих труднощів. Остаточні вирази, отримані для систем з одним входом і одним виходом, застосовні також до систем з багатьма входами і багато ким виходу ми при успонії, що  [image: image147.png]by, b,y,€y,0,,dy nd,



 замінені на відповідні прямокутні матриці. Якщо ми позначимо (в круглих дужках) розмірності окремих матриць як  [image: image148.png]Ain;:n;:), B:n;, ry), Ci\pi;n;) v Di(p;;




 де  [image: image149.png]


- порядок відповідної системи  [image: image150.png]


 — число вихідних змінних і  [image: image151.png]


 - число вхідних змінних, то для системи із зворотним зв'язком повинні виконуватися умови  [image: image152.png]P1=raWry =p;,



. Результуючі матриці мають розмірності  [image: image153.png]Alnn),B(n;p,), Clry:n) wDIry;r)



, де  [image: image154.png]n=n, +n,



. Висновок приведених вище рівнянь стану для інших взаємних розташувань систем надається читачу.

12. цифровів фільтри
В даний час широко використовуються методи обробки радіотехнічних сигналів за допомогою мікроелектронних обчислювальних пристроїв і систем. В даному параграфі розглядається найпростіший, самий вивчений і упроваджений клас систем дискретної обробки сигналов—так звані лінійні стаціонарні цифрові фільтри.  Виконуючи,  подібно аналоговим ланцюгам, операцію частотної фільтрації, цифрові фільтри (ЦФ) володіють поряд істотних переваг. Сюди відносяться, наприклад, висока стабільність параметрів, можливість одержувати найрізноманітніші форми АЧХ і ФЧХ. Цифрові фільтри не вимагають настройки і легко реалізуються у вигляді алгоритмів і програм для ЕОМ.
13. співвідношення вхід-вихід для дискретної системи
Динаміка системи описується її математичною моделлю. Така модель відображає математичну залежність між трьома безліччю змінних: змінними входу, виходу і стану.

Вхід системи, виражений або безліччю тимчасових функцій, або безліччю тимчасових послідовностей вхідних значень, представляє зовнішні змінні, діючі на систему. Вихід системи, виражений аналогічно входу, представляє опис безпосередньо спостережуваної поведінки системи.

Основна властивість будь-якої динамічної системи полягає в тому, що її поведінка у будь-який момент часу залежить не тільки від змінних, діючих на неї в даний момент часу, але і від змінних, що діяли на неї у минулому. Ми можемо вважати, що така система володіє "пам'яттю", яка дозволяє враховувати внесок змінної, що діяла на неї з минулого моменту часу до моменту спостереження її поведінки. Стан системи, визначуваний як безліч значень так званих змінних стану, представляє миттєве значення "елемента" цієї пам'яті. Якщо в довільний момент часу t0 відомий стан і вхідний відрізок  
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 можуть бути визначений вихід і стан системи.

Приведене вище визначення стану є вельми наближеним. Воно дає всього лише попередню інформацію про поняття "стан" і "змінні стану". Точне визначення приводиться в § 2.2.

Поняття "динамічна система" також вельми приблизно. Звичайне значення виразу "динамічний" майже той же самий, що і у виразу "причинний": минулі події впливають на майбутні події, але не навпаки. Математичний опис динамічної системи приводить до підкреслення і формалізації напряму причинності від минулого до майбутнього. З математичної точки зору динамічна система є аксіоматичним поняттям. Ми приймаємо тут визначення, дане Р. Калманом [69.4].

Визначення 2.1. Динамічною системою ∑ називається складний математичний об'єкт, визначуваний наступними аксіомами.

(5) Задані наступні множини: безліч моментів часу Т, безліч
станів X, безліч вхідних значень U, безліч допустимих вхідних функцій  
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, безліч вихідних значень У і безліч вихідних функцій   
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(6) (Напрям часу.) Множина  Т — впорядкована підмножина безлічі дійсних чисел.

(7) Простір допустимих вхідних функцій Ω задовольняє наступним умовам:

(3) (Нетривіальність.) Множина  Ω  непорожня.

(4) (Зчленовування вхідних дій.) Вхідний відрізок  
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(8) Задана перехідна функція стану  
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, досягнуте у момент часу  
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Функція  
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 володіє наступними властивостями:

(5) (Напрям часу.) Функція  
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 визначена для всіх значень  
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(6) (Узгодженість.) Рівність  
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(7) (Композиційна властивість.) Для будь-яких значень t1< t2 < t3 і будь-яких станів х
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(8) (Причинність.) Якщо  
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(д) Існує відображення виходу з: T x Х>Y, визначаюче вихідну величинуу
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 є вихідним відрізком, тобто відрізком  
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 деякої вихідної функції, яка задана на інтервалі  
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Відзначимо, що пара  
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, представляє подію в динамічній системі ∑. Безліч Т x X визначає простір подій в динамічній системі ∑.

Система є фізично реалізованою, якщо її вихід і стан в довільний момент часу t0 є функцією тільки тих входів, які впливали на систему до моменту часу t0.

Іноді корисно розглядати як фізично реалізовану таку систему, вихід і стан якої схильний дії u(t, t0], тобто дії аж до моменту t0 включно. В цьому випадку існує відображення виходу η: T x X x U > У, визначаюче вихідну величину 
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Система називається детермінованою, якщо її вихід і стан у будь-який момент t можна достовірно визначити по її стану в деякий момент 
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 і по відомому входу з напівзамкненого інтервалу [t0, t).

Система називається стохастичною, якщо інформація про її стан в деякий момент часу t0 і про її вхід на інтервалі [t0, t) дозволяє визначити вихід системи і її стан у момент часу t > t0 тільки з певною вірогідністю або іншими статистичними засобами.

Оскільки вхід, стан і вихід описуються кінцевим числом змінних, то ми представлятимемо їх векторами. Так, наприклад, вхід керованого об'єкту, що складається з m змінних, позначається вектором
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Аналогічно цьому стан об'єкту виражається вектором змінних стану. Так, наприклад, в лінійному керованому об'єкті n-го порядку, який складається з послідовного з'єднання n ланок першого порядку, стан може бути представлений змінними, що виміряються між окремими ланками і в кінці ланцюжка цих ланок. Позначимо ці змінні через х1, х2..., хn.

Як змінні стану можуть бути вибраний, наприклад, похідні вихідній змінній  
[image: image199.wmf](

)

(

)

(

)

1

1

1

1

1

/

,...,

/

,

-

-

n

n

dt

t

x

d

dt

t

dx

t

x

 або будь-які інші функції, які звичайно є лінійною комбінацією таких змінних системи, які утворюють вектор стану, повністю визначаючий стан системи. Звідси витікає, що вибір компонент вектора стану достатньо довільний, важливо тільки, щоб ці компоненти повністю описували стан системи. При виборі компонент вектора стану ми віддаємо перевагу таким змінним стану, які дозволяють спростити необхідні розрахунки або які легко можуть бути зміряний і т.д.

Вихід об'єкту також виражається вектором вихідних змінних. Цей вектор однозначно визначається вектором стану. Вихідний вектор може навіть співпадати з вектором стану, або вихідні змінні можуть безпосередньо співпадати з деякими змінними вектора стану. Наприклад, в керованому об'єкті, який складається з ланцюжка послідовно сполучених ланок першого порядку,  вихідна   змінна ланцюга х1 є однією  з  компонент як вектора стану
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Безліч всіх можливих входів u назвемо простором входів U. Аналогічно безліч всіх можливих станів системи х називатиметься простором станів X, а безліч всіх можливих виходів системи у – простором виходів У.

Якщо вектори входу, стану і виходу визначені в кожний момент часу t з деякого інтервалу (безперервний час), то ми говоримо про безперервну систему, безперервний керований об'єкт і т.д. Якщо вектори входу і стану визначені тільки в дискретні моменти часу tk, де k є послідовністю чисел, звичайно цілих з деякого інтервалу, то ми говоримо про дискретні системи.

14. лінійність операторів
Оператор називається лінійним, якщо він володіє властивостями однорідності і дистрибутивності:

А(ау1 +bу2)=аАу1 +bАу2.







(4.13)

Якщо умова (4.13) не виконується, то такий оператор — нелінійний.

Якщо математична модель об'єкту може бути описаний лінійними диференціальними рівняннями, то рівняння стану з лінійним оператором приймають згаданий раніше вигляд (3.19) і (3.20):
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де u(t) — r-вимірний вхідний вектор, x(t) — n-вимірний вектор стану, у(t) - р-вимірний вихідний вектор, а F, G, Н і K — лінійні матричні оператори розміру (n; n), (n; r), (р; n) і (р; r)   відповідно. Для дискретних лінійних систем замість рівнянь (4.14) і (4.15) ми маємо

х(k + 1)= А(k)х(k)+ В(k)u(k)



(4.16)

у(k)= С(k)х(k)+ D(k)u(k).



(4.17)
В рівняннях (4.14) — (4.17) всі лінійні оператори в загальному випадку є функціями незалежної змінної часу. Приведені рівняння стану описують, отже, системи із змінними в часі коефіцієнтами.

15. нелінійні дискретні системи
Властивості нелінійних динамічних багатополюсних елементів описують як в частотній,  так і в тимчасовій областях. Проте в частотою області облік нелінійної залежності вимагає а кожному елементі матриці представляти коефіцієнти як функція багатьох змінних. Так, для елементів матриця проводимостей
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Тут [image: image205.png]p=JW



.
Отже, при високих ступенях апроксимуючих поліномів і великий кількості входів ідентифікація параметрів частотної моделі нелінійного багатополюсника практично неможлива через велику кількість невідомих.  Крім того, частотні моделі нелінійних багатополюсників відображають їх властивості, як правило,  в режимі малих сигналів.  Тому математичні моделі нелінійних багатополюсників в частотній області практично не використовують.
Тимчасова область набагато більш зручна для опису властивостей нелінійних динамичних багатополюсників.  Тут в основному використовують два підходи. Перший з них базується на апараті змінних стану і припускає запис рівняння багатополюсника в наступному вигляді:
[image: image206.png]y=0(z.v), 1.3/




де х - вектор змінних стану; V і У - вектори вхідних і вихідних дій, сформовані так само, як в рівнянні /1.19/; де [image: image207.png]flz,v) ¢z, v



 -вектор-функції відповідних розмірів.
Математична модель нелінійного багатополюсника у вигляді рівняння /1.39/ володіє рядом переваг. Зокрема, на її основі легше нормувати математичний опис ланцюгів, складених з багатополюсників [76], легше застосовувати методи чисельної інтеграції, менше необхідно встановлювати параметрів при ідентифікації. При цьому математична модель придатна для широкого класу сигналів.  В той же час наявність в даному рівнянні вектора х, компоненти якого в загальному випадку не є безпосередньо спостережуваними, в деякій мірі утрудняє процедуру ідентифікації.
16. матриця Генкеля в алгоритмі Хо-Колмана
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(2.44)
Кожний елемент матриці Генкеля в нашому випадку є квадратною матрицею розміру n х n., кожний рядок якої відповідає вихідним змінним, а стовпець - вхідним. Елемент з номером i, j цієї матриці визначає реакцію на j-му виході при подачі на j-й вхід одиничного сигналу у момент часу, обумовлений верхнім індексом. Кількість дискрет вихідних сигналів, що враховуються, тобто розмір матриці Генкеля знаходять на підставі оцінки її рангу, а розширення матриці Генкеля, ведуть до тих пір, поки її ранг зростає. Позначимо таку матрицю Генкеля мінімального розміру, що має максимальний ранг r, через 
[image: image209.wmf]Г

 і здійснимо її сингулярне розкладання згідно формулі
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(2.45)
де 
[image: image211.wmf]L

 - діагональна матриця, кількість ненульових елементів якої рівно r; Q і R - в нашому випадку квадратні речовинні ортогональні матриці.
17.  лінійні дискретні системи
Математична модель багатополюсника - співвідношення між його струмами і напругами, виражені за допомогою деякого матетичного апарату.
Що використовується для цієї мети математичний апарат може бути достатньо широким: рівняння алгебри, диференціальним і інтегральні рівняння,  бінарні відносини, функції комплексної змінної, графські моделі і т.д. В класичній теорії ланцюжків, що досліджує  властивості лінійних багатополюсників, для опису їх властивостей використовує в основному апарат рівнянь алгебри з дійсними або комплексними коефіцієнтами. 

Сама загальна форма запису рівняння лінійного багатополюсника має наступний вигляд:

[image: image212.png]Mi+Nu=d, - /1.6/




де М і N  квадратні матриці розміру nxn; і, u, d - вектори відповідно струмів,  напруг і автономних параметрів багатополюсника порядку n Уавненіє багатополюсника вигляду /1.6/ іноді називають канонічним. Проте дане рівняння из-эа невизначеної розмірності фізичного значення елементів матриць  М і N і вектора d практичного застосування не знайшло, хоча і володіє тією перевагою, що існує для будь-якого багатополюсника.
Більш широке розповсюдження отримали такі форми рівнянь багатополюсника, в яких залежність одних змінних /струмів, напруг/ від інших виражена в ясній формі. З таких форм рівнянь розглянемо наступні.

Рівняння багатополюсника в  Y-параметрах
[image: image213.png]i=Yu+J. /1.7




Тут   У  - квадратна матриця провідності багатополюсника; J - вектор вільних струмів багатополюсника. .Рівність багатополюсника в Z -параметрах
[image: image214.png]u=Zi+E,

/1.8/




де  Z - квадратна матриця опорів багатополюсника; Е - вектор э.д.с. багатополюсника. Гібридне рівняння багатополюсника
[image: image215.png]/1.9/




де  u1 і u2 - підвектори вектора u; i1 і i2 - підвектори вектора струмів, відповідних підвекторам вектора напруг;
[image: image216.png]H=[Hm]



 - матриця гібридних параметрів багатополюсника;

[image: image217.png]


 - вектор автономних параметрів багатополюсника.
18. властивості z-перетворення
Найважливіші властивості z - перетворення.
1.
Лінійність. Якщо [image: image218.png]


 і [image: image219.png])



— дві числові послідовності, що відображають деякі дискретні сигнали, причому відомі відповідні z-перетворення Х(Z) і Y(Z), то сигналу [image: image220.png]{u,} = {ox, +By, }



 відповідає перетворення [image: image221.png]U(x)=aX(2)+PR X2)



 при будь-яких постійних [image: image222.png]


. Доказ  проводиться підстановкою суми у формулу (15.17).

2. z-перетворення   зміщеного   сигналу.   Розглянемо дискретний сигнал [image: image223.png])



. що виходить з дискретного сигналу [image: image224.png]


 шляхом зсуву на одну позицію у бік запізнювання, тобто коли [image: image225.png]


. Безпосереднє обчислення z- перетворення приводить до наступного результату:
[image: image226.png]Y(z):Ex,_!:“"* r'E = ). (15.24)

%=0 =0




Помітимо, що символ [image: image227.png]


 служить оператором одиничної затримки (на один інтервал дискретизації) в z-областi.
3. z- перетворення згортки. Нехай х(t) і у(t) — безперервні сигнали, для яких визначена функція згортки

[image: image228.png]fty= Fx(:)y(t-—t)dx: f’y(r)x(!—t}dx. (15.25)




Стосовно дискретних сигналів аналогічно з (15.25) прийнято вводитъ дискретну згортку [image: image229.png]i }



 - послідовність чисел, загальний член якої

[image: image230.png]°."1
—zyuﬂ, m=0,1,2,... (15.26)





Обчислимо z- перетворення дискретної згортки:

[image: image231.png]F)= EE’w-k -E Ex,, hy 0 =

m=0 k=0

- gxﬂ“i Y= = X Y(2). (15.27)

=0




Отже, згортці двох дискретних сигналів відповідає відношення їх z-перетворення.

19. особливості математичних моделей лінійних дискретних систем
Математична модель багатополюсника - співвідношення між його струмами і напругами, виражені за допомогою деякого матетичного апарату.
Що використовується для цієї мети математичний апарат може бути достатньо широким: рівняння алгебри, диференціальним і інтегральні рівняння,  бінарні відносини, функції комплексної змінної, графські моделі і т.д. В класичній теорії ланцюжків, що досліджує  властивості лінійних багатополюсників, для опису їх властивостей використовує в основному апарат рівнянь алгебри з дійсними або комплексними коефіцієнтами. 

Сама загальна форма запису рівняння лінійного багатополюсника має наступний вигляд:

[image: image232.png]Mi+Nu=d, - /1.6/




де М і N  квадратні матриці розміру nxn; і, u, d - вектори відповідно струмів,  напруг і автономних параметрів багатополюсника порядку n Уавненіє багатополюсника вигляду /1.6/ іноді називають канонічним. Проте дане рівняння из-эа невизначеної розмірності фізичного значення елементів матриць  М і N і вектора d практичного застосування не знайшло, хоча і володіє тією перевагою, що існує для будь-якого багатополюсника.
Більш широке розповсюдження отримали такі форми рівнянь багатополюсника, в яких залежність одних змінних /струмів, напруг/ від інших виражена в ясній формі. З таких форм рівнянь розглянемо наступні.

Рівняння багатополюсника в  Y-параметрах
[image: image233.png]i=Yu+J. /1.7




Тут   У  - квадратна матриця провідності багатополюсника; J - вектор вільних струмів багатополюсника. .Рівність багатополюсника в Z -параметрах
[image: image234.png]u=Zi+E,

/1.8/




де  Z - квадратна матриця опорів багатополюсника; Е - вектор э.д.с. багатополюсника. Гібридне рівняння багатополюсника
[image: image235.png]/1.9/




де  u1 і u2 - підвектори вектора u; i1 і i2 - підвектори вектора струмів, відповідних підвекторам вектора напруг;
[image: image236.png]H=[Hm]



 - матриця гібридних параметрів багатополюсника;

[image: image237.png]


 - вектор автономних параметрів багатополюсника.
20. особливості математичних моделей нелінійних дискретних систем
Дискретну макромодель нелінійного багатополюсника можна представити у вигляді різницевого рівняння або дискретного рівняння стану, але в цьому випадку взаємні переходи не завжди можливі.
 причому в загального випадку нелінійна залежність - це фунтції багатьох змінних. Тоді різницеве рівняння,  що представляє нелінійну макромодель, записуємо у вигляді 

[image: image238.png]K} (k-1) 1
Fly™ g™y y® o™ v®)=0. .5y




Ідентифікувати параметри такої макромоделі в загальному випадку через складні взаємозв'язки змінних важко, тому для вирішення практичних задач різницеве рівняння представляють в сепарабельному вигляді про нелінійностями у вигляді статичних поліномів [7]:

[image: image239.png]us ) szq [gtx zJ]: Z Z /311 l’zm u} it

=1 j=1




Тут 
[image: image240.wmf]ij
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і 
[image: image241.wmf]ij
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 - речові матриці відповідних розмірів.
Подібне перетворення початкового рівняння /2.51/ при виборі достатньо великих N і M не звужує клас модельованих нелінійних динамічних об'єктів, проте істотно спрощує процедуру ідентифікації. В рівнянні /2.52/ невідомими є елементи матриць і, які входять в дане рівняння лінійно. Калічйстео нелінійних елементів цих матриць рівно 2NMn. Отже, з урахуванням  2NMn дискрет вихідних сигналів у(k) співвідношення /2.52/ перетворюється на розширену систему рівнянь щодо елементів матриць 
[image: image242.wmf]ij
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і 
[image: image243.wmf]ij
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. Проте отримана таким чином макромодель правильно відображатиме реакцію багатополюсника тільки на один сигнал /використаний при ідентифікації/. При цьому точність такої макромоделі, обусловлена кількістю використовуваних дискрет, не завжди задовольняє тій, що вимагається.  Тому при визначенні параметрів моделі  /2.52/ доцільно перейти до задачі лінійного програмування. Такий підхід дозволяє побудувати макромодель типу /2.52/, що відображає із заданою точністю поведінку багатополюсника визначеного класу вхідних сигналів /7.24/. Для цього рівність /2.52/ перетворюваний в систему лінійної  рівності вигляду

[image: image244.png]LA ¥ ¥
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Тут [image: image245.png]


- задане значення вектора вихідних змінних [image: image246.png]+ s



, введемо деяку, цільову функцію, наприклад, середньоквадратичне відхилення

[image: image247.png]U=Z
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де R - кількість використовується дискрет для заданої сукупності сигналів.

Відзначимо, що співвідношення /2.53/ і /2.54/,  оскільки в них дискрети, що використовуються, не лімітуються, можна застосовувати не для одного сигналу,  а для визначеної їх совокупносто із заданого класу,  тобто  отримана макромодель буде визначений на класі сигналів [7].
Таким чином, задача ідентифікації параметрів дискретної макромоделі нелінійного динамічного багатополюсника зводиться до задачі мінімізації функції /2.54/ при обмеженнях /2.53/, тобто до задачі лінійного програмування. Очевидно, що ця задача характеризується великою розмірністю, але успішно розв'язується за допомогою сучасних засобів обчислювальної техніки [7, 57].
Розглянемо далі нелінійні дискретні макромоделі,  описані в просторі стану. Як і у попередньому випадку, тут використовують спеціальну спрощену форму рівняння стану,  що дозволяє узагальнити алгоритм Хо-Калмана на нелінійні динамічні багатополюсники. Найпоширеніша форма дискретного рівняння стану - так звана "оілінійна модель" наступного вигляду:
[image: image248.png]r
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Тут [image: image249.png]¥y, ¥z, G; (i=f,_7‘-)



- речові матриці відповідних розмірів.
При деяких спрощеннях Ісідорі запропонував оригінальний алгоритм /70/, який надалі був використовуваним іншими дослідниками, наприклад [68]. Розглянемо алгоритм Ісідорі застосувавши до ідентифікації спрощеної макромоделі вигляду /2.55/ /візьмемо [image: image250.png]SRR EE oY B [



, тобто число входів рівним одиниці/.

Введемо нескінченну послідовність

[image: image251.png]fw, UE"L'-ﬁUI’ boodimei12t. sy




Матриці [image: image252.png]


  визначаємо рекурсивно:

[image: image253.png]B=6: RAFP., H-P| i=2,3.. . rusu




З вхідної послідовності утворюємо сукупність векторів

[image: image254.png]Ll,"'- (%),
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Властивості нелінійних динамічних багатополюсних елементів описують як в частотній,  так і в тимчасовій областях. Проте в частотою області облік нелінійної залежності вимагає а кожному елементі матриці представляти коефіцієнти як функція багатьох змінних. Так, для елементів матриця проводимостей
[image: image255.png]e pealitiyp™ - +aMilpag")
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Тут [image: image256.png]p=JW



.
Отже, при високих ступенях апроксимуючих поліномів і великий кількості входів ідентифікація параметрів частотної моделі нелінійного багатополюсника практично неможлива через велику кількість невідомих.  Крім того, частотні моделі нелінійних багатополюсників відображають їх властивості, як правило,  в режимі малих сигналів.  Тому математичні моделі нелінійних багатополюсників в частотній області практично не використовують.
Тимчасова область набагато більш зручна для опису властивостей нелінійних динамичних багатополюсників.  Тут в основному використовують два підходи. Перший з них базується на апараті змінних стану і припускає запис рівняння багатополюсника в наступному вигляді:
[image: image257.png]y=0(z.v), 1.3/




де х - вектор змінних стану; V і У - вектори вхідних і вихідних дій, сформовані так само, як в рівнянні /1.19/; де [image: image258.png]flz,v) ¢z, v



 -вектор-функції відповідних розмірів.
Математична модель нелінійного багатополюсника у вигляді рівняння /1.39/ володіє рядом переваг. Зокрема, на її основі легше нормувати математичний опис ланцюгів, складених з багатополюсників [76], легше застосовувати методи чисельної інтеграції, менше необхідно встановлювати параметрів при ідентифікації. При цьому математична модель придатна для широкого класу сигналів.  В той же час наявність в даному рівнянні вектора х, компоненти якого в загальному випадку не є безпосередньо спостережуваними, в деякій мірі утрудняє процедуру ідентифікації.
21. взаємозв’язок співвідношення вхід-вихід та рівняння стану для лінійних динамічних систем
Динаміка системи описується її математичною моделлю. Така модель відображає математичну залежність між трьома безліччю змінних: змінними входу, виходу і стану.

Вхід системи, виражений або безліччю тимчасових функцій, або безліччю тимчасових послідовностей вхідних значень, представляє зовнішні змінні, діючі на систему. Вихід системи, виражений аналогічно входу, представляє опис безпосередньо спостережуваної поведінки системи.

Основна властивість будь-якої динамічної системи полягає в тому, що її поведінка у будь-який момент часу залежить не тільки від змінних, діючих на неї в даний момент часу, але і від змінних, що діяли на неї у минулому. Ми можемо вважати, що така система володіє "пам'яттю", яка дозволяє враховувати внесок змінної, що діяла на неї з минулого моменту часу до моменту спостереження її поведінки. Стан системи, визначуваний як безліч значень так званих змінних стану, представляє миттєве значення "елемента" цієї пам'яті. Якщо в довільний момент часу t0 відомий стан і вхідний відрізок  
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 можуть бути визначений вихід і стан системи.

Приведене вище визначення стану є вельми наближеним. Воно дає всього лише попередню інформацію про поняття "стан" і "змінні стану". Точне визначення приводиться в § 2.2.

Поняття "динамічна система" також вельми приблизно. Звичайне значення виразу "динамічний" майже той же самий, що і у виразу "причинний": минулі події впливають на майбутні події, але не навпаки. Математичний опис динамічної системи приводить до підкреслення і формалізації напряму причинності від минулого до майбутнього. З математичної точки зору динамічна система є аксіоматичним поняттям. Ми приймаємо тут визначення, дане Р. Калманом [69.4].

Визначення 2.1. Динамічною системою ∑ називається складний математичний об'єкт, визначуваний наступними аксіомами.

(9) Задані наступні множини: безліч моментів часу Т, безліч
станів X, безліч вхідних значень U, безліч допустимих вхідних функцій  
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, безліч вихідних значень У і безліч вихідних функцій   
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(10) (Напрям часу.) Множина  Т — впорядкована підмножина безлічі дійсних чисел.

(11) Простір допустимих вхідних функцій Ω задовольняє наступним умовам:

(5) (Нетривіальність.) Множина  Ω  непорожня.

(6) (Зчленовування вхідних дій.) Вхідний відрізок  
[image: image263.wmf](
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то знайдеться функція  
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(12) Задана перехідна функція стану  
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, досягнуте у момент часу  
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, якщо в початковий момент часу  
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Функція  
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 володіє наступними властивостями:

(9) (Напрям часу.) Функція  
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 визначена для всіх значень  
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(10) (Узгодженість.) Рівність  
[image: image281.wmf](

)

x

x

t

t

=

w

j

,

,

;

 виконується при всіх  
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(11) (Композиційна властивість.) Для будь-яких значень t1< t2 < t3 і будь-яких станів х
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(12) (Причинність.) Якщо  
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(д) Існує відображення виходу з: T x Х>Y, визначаюче вихідну величинуу
[image: image291.wmf](

)

(

)

(

)

t

x

t

t

,

h

g

=

. Відображення  
[image: image292.wmf](

)

(

)

w

t

s

j

s

h

,

,

;

,

x

 при  
[image: image293.wmf](

]

t

,

t

s

Î

 є вихідним відрізком, тобто відрізком  
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 деякої вихідної функції, яка задана на інтервалі  
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Відзначимо, що пара  
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, представляє подію в динамічній системі ∑. Безліч Т x X визначає простір подій в динамічній системі ∑.

Система є фізично реалізованою, якщо її вихід і стан в довільний момент часу t0 є функцією тільки тих входів, які впливали на систему до моменту часу t0.

Іноді корисно розглядати як фізично реалізовану таку систему, вихід і стан якої схильний дії u(t, t0], тобто дії аж до моменту t0 включно. В цьому випадку існує відображення виходу η: T x X x U > У, визначаюче вихідну величину 
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Система називається детермінованою, якщо її вихід і стан у будь-який момент t можна достовірно визначити по її стану в деякий момент 
[image: image301.wmf]0
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 і по відомому входу з напівзамкненого інтервалу [t0, t).

Система називається стохастичною, якщо інформація про її стан в деякий момент часу t0 і про її вхід на інтервалі [t0, t) дозволяє визначити вихід системи і її стан у момент часу t > t0 тільки з певною вірогідністю або іншими статистичними засобами.

Оскільки вхід, стан і вихід описуються кінцевим числом змінних, то ми представлятимемо їх векторами. Так, наприклад, вхід керованого об'єкту, що складається з m змінних, позначається вектором
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Аналогічно цьому стан об'єкту виражається вектором змінних стану. Так, наприклад, в лінійному керованому об'єкті n-го порядку, який складається з послідовного з'єднання n ланок першого порядку, стан може бути представлений змінними, що виміряються між окремими ланками і в кінці ланцюжка цих ланок. Позначимо ці змінні через х1, х2..., хn.

Як змінні стану можуть бути вибраний, наприклад, похідні вихідній змінній  
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 або будь-які інші функції, які звичайно є лінійною комбінацією таких змінних системи, які утворюють вектор стану, повністю визначаючий стан системи. Звідси витікає, що вибір компонент вектора стану достатньо довільний, важливо тільки, щоб ці компоненти повністю описували стан системи. При виборі компонент вектора стану ми віддаємо перевагу таким змінним стану, які дозволяють спростити необхідні розрахунки або які легко можуть бути зміряний і т.д.

Вихід об'єкту також виражається вектором вихідних змінних. Цей вектор однозначно визначається вектором стану. Вихідний вектор може навіть співпадати з вектором стану, або вихідні змінні можуть безпосередньо співпадати з деякими змінними вектора стану. Наприклад, в керованому об'єкті, який складається з ланцюжка послідовно сполучених ланок першого порядку,  вихідна   змінна ланцюга х1 є однією  з  компонент як вектора стану
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так і вектора стану
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Безліч всіх можливих входів u назвемо простором входів U. Аналогічно безліч всіх можливих станів системи х називатиметься простором станів X, а безліч всіх можливих виходів системи у – простором виходів У.

Якщо вектори входу, стану і виходу визначені в кожний момент часу t з деякого інтервалу (безперервний час), то ми говоримо про безперервну систему, безперервний керований об'єкт і т.д. Якщо вектори входу і стану визначені тільки в дискретні моменти часу tk, де k є послідовністю чисел, звичайно цілих з деякого інтервалу, то ми говоримо про дискретні системи.

22.  дискретні та цифрові сигнали та способи їх перетворення
Відмінність між дискретними і безперервними (аналоговими) сигналами підкреслювалася в гл. 1 при розгляді класифікації радіотехнічних сигналів. Нагадаємо основне свон-*тво дискретного сигналу: його значення визначені не для всіх моментів часу, а лише в рахунковій безлічі крапок (…,t0, t1, t2…). Тому якщо аналоговий сигнал x(t) має математичну модель із звичайними властивостями гладкої функції, то дискретний сигнал xд(t) описується послідовністю (…,x0, x1, x2…) своїх відлікових значень в крапках (...,t0, t1, t2…) відповідно.

Дискретні сигнали природно виникають в тих випадках, коли джерело повідомлень видає видає інформацію у фіксовані моменти часу. Наприклад, типовим дискретним сигналом є відомості про температуру повітря, передавані радіомовними станціями кілька разів в доба.- Характерна межа дискретного сигналу виявляється тут гранично яскраво: в паузах між цими повідомленнями ніяких відомостей, що стосуються описуваного об'єкту, ні. Проте фактично температура повітря змінюється в часі достатньо плавно, так що дані вимірювань є результатом дискретизації безперервного сигналу — операції, яка полягає у фіксації відлікових значень.
Дискретні сигнали придбали особливе значення в останні десятиріччя під впливом як розвитку техніки зв'язку, так і способів обробки інформації на швидко діють їх ЕОМ. Намітилася тенденція створення спеціалізованих обчислювальних пристроїв, так званих цифрових фільтрів, що служать для обробки дискретної інформації.
Справжній розділ присвячений принципам математичного опису дискретних сигналів, а також теоретичним основам побудови пристроїв для їх обробки.
23.  суть побудови математичних моделей дискретних ситсем

Нагадаємо, що рівняння стану багатополюсника /1.19/ має вигляд
[image: image306.png]gt =Az+Bv; U=(z+Bv,




де вектори  [image: image307.png]


сформовані з незалежних струмів і напруг багатополюсника.

Початковою інформацією для отримання матриць А,В,С,D ідентифікованого багатополюсника можуть бути його частотні або тимчасові характеристики. Розглянемо процедуру ідентифікації окремо для кожного з цих випадків.
Припустивши, що відома матриця гібридних параметрів багатополюсника   [image: image308.png]


,  визначена в частотній області.  Зажадаємо, щоб кожний елемент цієї матриці  [image: image309.png]Hym (1 @)



 був представлений у вигляді відношення двох статечних поліномів змінної  [image: image310.png]D= fw



, при цьому ступінь полінома чисельника не повинен перевищувати ступеню полінома знаменника, тобто

[image: image311.png]1im Hym (D)= Dim 2.7

P




де  [image: image312.png]


 - константа,  що приймає кінцеве значення. Відзначимо, що у разі невиконання умови /2.1/ для деяких елементів матриці     Н(р)початкову матрицю модно перетворити до необхідного вигляду е помощь*; взаємної заміни відповідних компонентів у векторах  [image: image313.png]


.
Якщо умова /2.1/. виконується для всіх елементів матриці Н(р), для отримання матриць А,В,С,D застосовуємо відомий алгоритм Силвермана-Хо, відповідно до якого для матриці Н(р) - задовольняючої умові

[image: image314.png]Jim Hip) = H=)=0,




проводиться розкладання такого вигляду:

[image: image315.png]H{p)=Hofp + Myfp*+ -+ My /", £ L ReAY




[image: image316.png]


- речовинні матриці, названі матрицями Маркова. 

По матрицях Маркова будуються матриці Хенкеля наступного вигляду

[image: image317.png]MD LARSEN P ‘ ;
My, My - M, : {exd)

MF!MT’ r—‘z“v




Тут  [image: image318.png]


 змінюється в межах  [image: image319.png]


, де   [image: image320.png]


  - мінімально розмір рівняння стан  одержуваний з умови

[image: image321.png]Mp=TAAK XLy =TAMK Xp (' >1), 72.5/




тобто  [image: image322.png]


 - максимальний   ранг матриць Генкеля.
Наступний крок алгоритму Силвермана-Хо - перетворення матриці Генкеля до діагонального вигляду

[image: image323.png]Bxi b= [g 2.6/

oo
ALl
.




де  Р1 і Р2 – речовинні квадратні матриці. Тоді матриці А,В,С,D рівняння стану мінімального розміру представляється таким чином; А - ліва верхня підматриця порядку  [image: image324.png]


 твори  [image: image325.png]Ex; B



. Тут

[image: image326.png]/2.7/




[image: image327.png]


 - зміщена матриця Генкеля; В - ліва верхня підматриця порядку  [image: image328.png]MmN



  твори   [image: image329.png]o

P-x,



, З - ліва верхня підматриця порядку  [image: image330.png]nx My



 твори  [image: image331.png]ol

-,



; //[image: image332.png]


 - кількість незалежних входів багатополюсника/.
Як легко бачити, матриця  D з рівняння /1.19/   на підставі умови /2.2/ рівна 0. При цьому умова /2.3/ ніяким чином не обмежує спільності поставленої задачі,  оскільки завжди можливий перехід до наступної матриці гібридних параметрів:

[image: image333.png]Hip)=H(p)-H(e=), 2.8/




для якої вказана умова виконується автоматично.
Очевидно, що  [image: image334.png]D=H{=)



.  В результаті виконання алгоритму Силвермана-Хо одержують рівняння стану мінімального розміру. Проте в цьому алгоритмі трудомісткими є операції визначення  [image: image335.png]


 і знаходження матриць Р1 і Р2 із співвідношення /2.6/.
Більш проста процедура ідентифікації параметрів макромоделі у вигляді рівняння стану - процедура, що базується на представленні матриці гібридних параметрів багатополюсника у вигляді матричного многочлена змінної Р. Для її опису введемо наступні позначення.
Порожня задана матриця гібридних параметрів багатополюсника Н(р). задовольняюча умову /2.2/. Позначимо через

[image: image336.png]op)=p¥et,. p '+ B,p 48, 2.9/




якнайменший загальний знаменник елементів матриці Н(р).
Вираз  b(р)Н(р) буде матрицею, елементами якої є поліноми ступеня менше q. Цей вираз можна записати у вигляді

[image: image337.png])
Bip H(p, =KO+K,p+- +K
> G-!p i
/2.107




де [image: image338.png]


- квадратна матриця порядку n, елементи якої - кінцеві дійсні числа.
Використовуючи матричні сигнальні графи, доведемо, що матриця Н(р) відповідає сукупності матриць А, В, С, визначаючих рівняння стану

[image: image339.png]-

/2.11/

/2.12/




де всі нульові і одиничні підматриці мають порядок n.
Аналогічно доводять, що тій же матриці Н{р) відповідає сукупність матриць А, В, С дещо іншого вигляду:

[image: image340.png]33
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В двох останніх випадках порядок рівняння стану визначається твором  qn  і, як правило, значно більше мінімального порядку  [image: image341.png]


 рівняння,  отриманого за допомогою алгоритму Силвармана-Хо.
24. однорідність та стаціонарність операторів

Якщо ми помножимо m-вимірний вектор на довільну константу (число) а, то знову

одержимо m-вимірний вектор:

f = ау.





(4.7)

Оператор А називається однорідним, якщо

Аау = aAy.






(4.8)

Стаціонарність

Оператор А називається стаціонарним, якщо він задовольняє співвідношенню 

x(t-t1)=A[у(t-t1)]








(4.18)

при всіх значеннях t і t1 і для всіх значень у 
[image: image342.wmf]Î

 У.

Система називається стаціонарною, якщо вона може бути описаний стаціонарними операторами. Іншими словами, система, описувана диференціальними рівняннями з постійними коефіцієнтами, — стаціонарна система і, аналогічно, система, описувана рівняннями (4.14) і (4.15), — стаціонарна система, якщо оператори F,G, Н і К — постійні матриці.

Подібним же чином ми можемо визначити стаціонарність дискретної системи.

25. системна функція цифрового фільтра

Системна функція ЦФ. Розрахунок найважливішої характеристики Цф—его  частотного коефіцієнта передачі —удобно проводити, використовуючи методи z-преобразований. Зіставимо дискретним  сигналам [image: image343.png]{x:}, O} 1 {B)



 їх z-преобразования [image: image344.png]z), Y(z) v H(2)



 відповідно.  Вихідний сигнал фільтру [image: image345.png]


 є згортка вхідного сигналу і імпульсного харлктеристики,  і тому (см   формули  (15.27) і (15.35)) вихідному, сигналу відповідає функція
[image: image346.png]Te)=H()X(2).
(1541)




Системною функцією стаціонарного лінійного ЦФ називають відношення z-преобразовання вихідного сигналу до z-преобразованию сигналу на вході. Співвідношення (15.41) встановлює, що системна функція фільтру 

[image: image347.png])/X()

I

(15.42)




є z-преобразование імпульсної характеристики. Порівнюючи (15.40) і (15.42), приходимо до наступного висновку: частотний коефіцієнт передачі ЦФ виходить з його системної функції, якщо в останній виконана підстановка [image: image348.png]= exp (joA).




26. принципи цифрової обробки сигналів

Принцип цифрової обробки сигналів. На мал. 15.6 приведена основна структурна схема для цифрової обробки сигналів.
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Рис.15.6. Структурна схема цифрової обробки безперервних сигналів.

Безперервний вхідний сигнал х(t) поступає в аналого-цифровий перетворювач (АЦП), керований синхронізуючими імпульсами від спеціального генератора, задаючого частоту дискретизацію сигналу У момент подачі імпульсу синхронізації на виході АЦП виникає сигнал, результат вимірювання миттєвого значення вхідного коливання, що відображає, у вигляді двійкового числа з фіксованою кількістю розрядів. Залежно від особливості побудови пристрою це число або відповідає послідовності коротких імпульсів (передача в послідовному коді), або відповідає сукупності рівнів напруг на сигнальних шинах окремих розрядів (передача в паралельному коді). Перетворений таким чином сигнал поступає в основний блок пристрою, так званий цифровий процесор, що полягає го арифметичного пристрою і пристрою пам'яті. Арифметичний пристрій виконує над цифрами ряд операцій, таких, як множення, додавання і здвиг в часі на задане число інтервалів дискретизації. В блоці пам'яті може зберігатися деяке число попередніх відліків вхідного і вихідного сигналів, які необхідні для виконання операцій обробки.

Цифровий процесор перетворить що поступають в нього числа відповідно до заданого алгоритму фільтрації і створює на своєму виході послідовність двійкових чисел, що представляють вихідний сигнал. Якщо надалі необхідно мати інформацію в аналоговій формі, то використовується цифро-аналоговий перетворювач (ДАВ). Проте у складі ЦФ цей пристрій може і бути відсутній, якщо надалі сигнали піддаються тільки цифровим перетворенням.

Основний технічний показник ЦФ — його швидкодія залежить як від швидкості протікання перехідних процесів

Якщо на початку 70-х років граничні частоти сигналів, оброблюваних за допомогою ЦФ, складали декілька кілогерців, то досягнення сучасної мікроелектроніки безперервно розширюють цей діапазон. Цифрова фільтрація сигналів отримала новий стимул розвитку з появою щодо недорогих і надійних мікропроцесорів і пристроїв напівпровідникової пам'яті, виконаних за технологією великих інтегральних схем (БІС).
27. алгоритми лінійної цифрової фільтрації

Математична теорія цифрових фільтрів переносить на випадок дискретних сигналів всі основні положення, відомі з теорії лінійних систем, що перетворюють безперервні сигнали.

Як відомо, лінійна стаціонарна система перетворить безперервний вхідний сигнал х(t) таким чином, що  на її виході виникає коливання у(t), рівне згортку x(t) і імпульсної характеристики h(t): 

[image: image350.png]5‘ x(t)h{t—7)dr.

(15.30)




 відліків вихідного сигналу:
[image: image351.png](X, Xgp Xgp o o2) = (Voo Viy Voorens) (1531)




Лінійний цифровий фільтр характерний тим, що сума будь-якого числа вхідних сигналів, помножених на довільні коефіцієнти, перетвориться в суму його відгуків на окремі змінні, тобто з відповідностей
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витікає, що
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28. взаємозв’язок співвідношення вхід-вихід та рівняння стану для лінійних дискретних систем.

Динаміка системи описується її математичною моделлю. Така модель відображає математичну залежність між трьома безліччю змінних: змінними входу, виходу і стану.

Вхід системи, виражений або безліччю тимчасових функцій, або безліччю тимчасових послідовностей вхідних значень, представляє зовнішні змінні, діючі на систему. Вихід системи, виражений аналогічно входу, представляє опис безпосередньо спостережуваної поведінки системи.

Основна властивість будь-якої динамічної системи полягає в тому, що її поведінка у будь-який момент часу залежить не тільки від змінних, діючих на неї в даний момент часу, але і від змінних, що діяли на неї у минулому. Ми можемо вважати, що така система володіє "пам'яттю", яка дозволяє враховувати внесок змінної, що діяла на неї з минулого моменту часу до моменту спостереження її поведінки. Стан системи, визначуваний як безліч значень так званих змінних стану, представляє миттєве значення "елемента" цієї пам'яті. Якщо в довільний момент часу t0 відомий стан і вхідний відрізок  
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 можуть бути визначений вихід і стан системи.

Приведене вище визначення стану є вельми наближеним. Воно дає всього лише попередню інформацію про поняття "стан" і "змінні стану". Точне визначення приводиться в § 2.2.

Поняття "динамічна система" також вельми приблизно. Звичайне значення виразу "динамічний" майже той же самий, що і у виразу "причинний": минулі події впливають на майбутні події, але не навпаки. Математичний опис динамічної системи приводить до підкреслення і формалізації напряму причинності від минулого до майбутнього. З математичної точки зору динамічна система є аксіоматичним поняттям. Ми приймаємо тут визначення, дане Р. Калманом [69.4].

Визначення 2.1. Динамічною системою ∑ називається складний математичний об'єкт, визначуваний наступними аксіомами.

(13) Задані наступні множини: безліч моментів часу Т, безліч
станів X, безліч вхідних значень U, безліч допустимих вхідних функцій  
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, безліч вихідних значень У і безліч вихідних функцій   
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(14) (Напрям часу.) Множина  Т — впорядкована підмножина безлічі дійсних чисел.

(15) Простір допустимих вхідних функцій Ω задовольняє наступним умовам:

(7) (Нетривіальність.) Множина  Ω  непорожня.

(8) (Зчленовування вхідних дій.) Вхідний відрізок  
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(16) Задана перехідна функція стану  
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Функція  
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 володіє наступними властивостями:

(13) (Напрям часу.) Функція  
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 визначена для всіх значень  
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(14) (Узгодженість.) Рівність  
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(15) (Композиційна властивість.) Для будь-яких значень t1< t2 < t3 і будь-яких станів х
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(16) (Причинність.) Якщо  
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(д) Існує відображення виходу з: T x Х>Y, визначаюче вихідну величинуу
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 є вихідним відрізком, тобто відрізком  
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 деякої вихідної функції, яка задана на інтервалі  
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Відзначимо, що пара  
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, представляє подію в динамічній системі ∑. Безліч Т x X визначає простір подій в динамічній системі ∑.

Система є фізично реалізованою, якщо її вихід і стан в довільний момент часу t0 є функцією тільки тих входів, які впливали на систему до моменту часу t0.

Іноді корисно розглядати як фізично реалізовану таку систему, вихід і стан якої схильний дії u(t, t0], тобто дії аж до моменту t0 включно. В цьому випадку існує відображення виходу η: T x X x U > У, визначаюче вихідну величину 
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Система називається детермінованою, якщо її вихід і стан у будь-який момент t можна достовірно визначити по її стану в деякий момент 
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 і по відомому входу з напівзамкненого інтервалу [t0, t).

Система називається стохастичною, якщо інформація про її стан в деякий момент часу t0 і про її вхід на інтервалі [t0, t) дозволяє визначити вихід системи і її стан у момент часу t > t0 тільки з певною вірогідністю або іншими статистичними засобами.

Оскільки вхід, стан і вихід описуються кінцевим числом змінних, то ми представлятимемо їх векторами. Так, наприклад, вхід керованого об'єкту, що складається з m змінних, позначається вектором
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Аналогічно цьому стан об'єкту виражається вектором змінних стану. Так, наприклад, в лінійному керованому об'єкті n-го порядку, який складається з послідовного з'єднання n ланок першого порядку, стан може бути представлений змінними, що виміряються між окремими ланками і в кінці ланцюжка цих ланок. Позначимо ці змінні через х1, х2..., хn.

Як змінні стану можуть бути вибраний, наприклад, похідні вихідній змінній  
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 або будь-які інші функції, які звичайно є лінійною комбінацією таких змінних системи, які утворюють вектор стану, повністю визначаючий стан системи. Звідси витікає, що вибір компонент вектора стану достатньо довільний, важливо тільки, щоб ці компоненти повністю описували стан системи. При виборі компонент вектора стану ми віддаємо перевагу таким змінним стану, які дозволяють спростити необхідні розрахунки або які легко можуть бути зміряний і т.д.

Вихід об'єкту також виражається вектором вихідних змінних. Цей вектор однозначно визначається вектором стану. Вихідний вектор може навіть співпадати з вектором стану, або вихідні змінні можуть безпосередньо співпадати з деякими змінними вектора стану. Наприклад, в керованому об'єкті, який складається з ланцюжка послідовно сполучених ланок першого порядку,  вихідна   змінна ланцюга х1 є однією  з  компонент як вектора стану
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Безліч всіх можливих входів u назвемо простором входів U. Аналогічно безліч всіх можливих станів системи х називатиметься простором станів X, а безліч всіх можливих виходів системи у – простором виходів У.

Якщо вектори входу, стану і виходу визначені в кожний момент часу t з деякого інтервалу (безперервний час), то ми говоримо про безперервну систему, безперервний керований об'єкт і т.д. Якщо вектори входу і стану визначені тільки в дискретні моменти часу tk, де k є послідовністю чисел, звичайно цілих з деякого інтервалу, то ми говоримо про дискретні системи.

29. 
[image: image401.wmf]Z

 - перетворення в теорії лінійних дискретних систем.

Визначення z-перетворення. Нехай {xk} = (x0, x1, x2 .) - числова послідовність, кінцева або нескінченна, що містить відлікові значення деякого сигналу. Задамо в однозначну відповідність даної послідовності суму ряду по негативних ступенях комплексної змінної z:
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(15.17)

Назвемо цю суму, якщо вона існує, z-перетворенням послідовності {хk}. Доцільність введення такого математичного об'єкту зв'язана з тим, що властивості дискретних послідовностей чисел можна вивчати, досліджуючи z-перетворення цих послідовностей звичайними методами математичного аналізу.

В математиці z-перетворення називають провідною функцією початкової послідовності.
На підставі формули (15.17) безпосередньо обчислюється z-перетворення дискретних сигналів з кінцевим числом відліків. Так, найпростішому дискретному сигналу з єдиним відліком {xk} = (1, 0, 0 ...) відповідає Х(z)=1. Якщо ж, наприклад {xk} = (1, 1, 1, 0. 0. 0 ...), то
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Нехай Х(z) — функція комплексної змінної z, аналітична в кільцевій області |z|>R0. Чудова особливість z-перетворення полягає в тому, що функція Х(z) володіюча даною властивістю, визначає собою всю нескінченну сукупність відлікових коефіцієнтів (x0,x1,x2,…).

Дійсно, помножимо обидві частини (15.17) на  множник zm-1
zm-1X(z)=x0zm-1+x1zm-2+...+xmz-1+…

(15.20)
а потім обчислимо інтеграли від обох частин отриманої рівності, узявши як контур інтеграції довільну замкнуту криву, що лежить цілком в області аналітичності і охоплюючу собою всі полюси функції Х(z). При цьому скористаємося наступним фундаментальним фактом, що витікає з теореми Коші:
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Обхід контура інтеграції проводиться в позитивному напрямі, тобто проти годинникової стрілки.

Тоді в нуль звернуться інтеграли від всіх доданків правої частини, за винятком доданку з номером т,  і тому
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(15.21)
Дана формула називається зворотним z-перетворенням.
Найважливіші властивості z - перетворення.
1.
Лінійність. Якщо [image: image406.png]


 і [image: image407.png])



— дві числові послідовності, що відображають деякі дискретні сигнали, причому відомі відповідні z-перетворення Х(Z) і Y(Z), то сигналу [image: image408.png]{u,} = {ox, +By, }



 відповідає перетворення [image: image409.png]U(x)=aX(2)+PR X2)



 при будь-яких постійних [image: image410.png]


. Доказ  проводиться підстановкою суми у формулу (15.17).

2. z-перетворення   зміщеного   сигналу.   Розглянемо дискретний сигнал [image: image411.png])



. що виходить з дискретного сигналу [image: image412.png]


 шляхом зсуву на одну позицію у бік запізнювання, тобто коли [image: image413.png]


. Безпосереднє обчислення z- перетворення приводить до наступного результату:
[image: image414.png]Y(z):Ex,_!:“"* r'E = ). (15.24)

%=0 =0




Помітимо, що символ [image: image415.png]


 служить оператором одиничної затримки (на один інтервал дискретизації) в z-областi.
3. z- перетворення згортки. Нехай х(t) і у(t) — безперервні сигнали, для яких визначена функція згортки

[image: image416.png]fty= Fx(:)y(t-—t)dx: f’y(r)x(!—t}dx. (15.25)




Стосовно дискретних сигналів аналогічно з (15.25) прийнято вводитъ дискретну згортку [image: image417.png]i }



 - послідовність чисел, загальний член якої

[image: image418.png]°."1
—zyuﬂ, m=0,1,2,... (15.26)





Обчислимо z- перетворення дискретної згортки:

[image: image419.png]F)= EE’w-k -E Ex,, hy 0 =

m=0 k=0

- gxﬂ“i Y= = X Y(2). (15.27)

=0




Отже, згортці двох дискретних сигналів відповідає відношення їх z-перетворення.

30. еквівалентність систем

Ми скажемо, що дві системи з векторами входу, стану і виходу ul,x1,yl і u2, х2, у2 відповідно еквівалентні по спостереженню, якщо для всіх значень u 
[image: image420.wmf]Î

 U і для всіх значень t з рівності

u1(t)= u2(t)




(4.19)

слідує рівність

y1(t)=y2(t).




(4.20)
Отже, у визначенні еквівалентності по спостереженню не проводиться порівняння стану систем, а порівнюються тільки зовнішні змінні, тобто входи і виходи систем.

При розгляді еквівалентності або відмінності внутрішніх властивостей систем потрібно ввести складніше визначення еквівалентності, яке повинне включати також стан системи. Проте таке визначення не повинне залежати від довільного вибору системи координат змінних стану. Іншими словами, вектори стану двох систем з еквівалентними станами у будь-який момент часу t можуть бути різними, проте повинна існувати можливість перетворення одного вектора стану в іншій за допомогою лінійного постійного оператора.

З попереднього міркування виходить визначення так званої строгої еквівалентності.

Дві системи строго еквівалентні, якщо виконується умова еквівалентності по спостереженню і якщо із співвідношення (4.19) виходить

х1 (t) = Fx2 (t)








(4.21)
де F —невироджена постійна матриця.
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