Математичний апарат комп’ютерної графіки
Двовимірні (2D) перетворення
Почнемо вивчення математичного апарату, що лежить в основі комп’ютерної графіки, з розгляду способів виводу й перетворення точок і прямих. Можливість проводити перетворення точок і ліній є фундаментом комп’ютерної графіки. Основними перетвореннями є:

· Масштабування;

· Поворот;

· Переміщення;

· Відображення.

2.1
Зображення точок
Точка представляється на площині двома своїми координатами, що визначаються як елементи матриці розміром 1×2 [х y]. У тривимірному просторі – матриця розміром 1×3 [x y z]. Або точка може задаватися у виді вектора-стовпця 
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 у двовимірному просторі чи у виді 
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 у тривимірному. Рядок [х у] чи стовпець 
[image: image3.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

у

х

 часто називають координатним вектором. 
Дана множина зберігається в комп'ютері у вигляді матриці масиву чисел. Положенням точок можна керувати шляхом маніпулювання відповідною матрицею. Прямі, що з'єднують точки, формують відрізки, криві й картинки.
2.2
Перетворення точок
Розглянемо результати множення матриці [х у], що містить координати точки Р, на матрицю загального перетворення розміром 2×2:
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(2.1)

Це означає, що вихідні координати точки х та y перетворяться в х* і y*.

Розглянемо окремі випадки вигляду матриці перетворення.

1)
При а=d=1 і c=b=0 перетворення зведеться до одиничної матриці і координати точки Р залишаться незмінними.
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(2.2)

2)
d = 1, b = c = 0
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(2.3)

де х* = ах — результат масштабування координати X (рис. 2.1а). 
3)
b = c = 0, тобто
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(2.4)

Дане перетворення викликає зміну обох координат х та у вектора Р (рис. 2.1б). Якщо a ≠ d, то координати масштабуються різним чином. При а > 1 і d > 1 відбувається розтяг вектора Р, при 0 < а, d < 1 – стиск (рис. 2.1в).

4) b = c = 0, а = –1 і d = 1
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(2.5)

В результаті одержуємо симетричне відображення щодо осі Y (рис. 2.1г). 
5)
b = c = 0, а = 1, d = –1, то виконується симетричне відображення щодо осі Х (рис. 2.1д). 
6)
b = c = 0, a = d = –1, то відбувається відображення відносно початку координат (рис. 2.1е).

Зауваження. Обидві операції відображення і масштабування залежать тільки від діагональних елементів матриці перетворення.
Розглянемо випадок із недіагональними елементами. 
7) a = d = 1, c = 0.
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(2.6)

Координата х точки Р залишилася незмінною, координата y* лінійно залежить від вихідних координат. Дане перетворення називається зсувом (рис. 2.1є). 
8) a = d = 1, b = 0. Перетворення приведе до зсуву вздовж OХ (рис. 2.1ж).
Таким чином, видно, що недіагональні елементи матриці перетворення створюють ефект зсуву координат вектора точки Р.

Якщо застосувати матрицю перетворень до початку координат, то видно, що початок координат є інваріантним щодо перетворення загального виду:
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Це обмеження усувається при використанні однорідних координат.

[image: image11]
Рис. 2.1 – Перетворення точок
Перш ніж закінчити з перетворенням точок, розберемо дію загального перетворення, заданого виразом (2.1), коли початковий вектор лежить у точці початку координат, тобто
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2.3
ПЕРЕТВОРЕННЯ ПРЯМИХ ЛІНІЙ
Пряму лінію можна визначити за допомогою двох векторів, що задають координати її кінцевих точок. Реальний вигляд зображення лінії залежить від типу використовуваного дисплея. Розглянемо тільки математичні операції над кінцевими точками прямої. Нехай задана пряма лінія, що проходить через точки А та В (рис. 2.2). Положення векторів точок А та В: [А] = [0   1] і [В] = [2   3].
Розглянемо матрицю перетворення
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(2.7)

яка, як випливає з попереднього обговорення, приводить до зсуву зображення. Перетворення векторів А та В за допомогою матриці [Т] дає нове положення векторів А* і В*:
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(2.8)
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(2.9)

Або позначимо відрізок АВ матрицею розміром (2x2): 
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 і тоді перетворення матиме вигляд:
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(2.10)

[image: image18]
Рис. 2.2 – Перетворення прямої лінії
З рисунку видно, що перетворення зсуву [Т] збільшує довжину відрізка і змінює його напрямок.

Фактично за допомогою (2×2)-матриці здійснюється перетворення будь-якої прямої в іншу пряму. Усі точки перетвореної лінії безпосередньо відповідають усім точкам вихідної лінії. 
В загальному випадку для будь-яких точок А і В, 
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 точки перетвореної прямої А* і В* мають наступні координати
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(2.11)
Тобто, 
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(2.12)
Аналогічним чином можна показати, що
1. Середня точка прямої перетвориться за допомогою (2×2)-матриці в середню точку перетвореної прямої.

2. Результатом перетворення за допомогою (2×2)-матриці двох паралельних прямих знову будуть дві паралельні прямі.
3. Результатом перетворення за допомогою (2×2)-матриці пари прямих, що перетинаються, також буде пара прямих, що перетинаються.
2.4
ПОВОРОТ
Перетворення повороту навколо точки початку координат на довільний кут θ (рис. 2.3) задається матрицею
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(2.13)

Повороти є позитивними, якщо вони здійснюються проти годинникової стрілки щодо точки обертання, і негативними – якщо за годинниковою стрілкою.
Визначник загальної матриці повороту дорівнює одиниці.
Якщо потрібно виконати зворотне перетворення, то очевидно треба здійснити поворот на кут –θ. Матриця оберненого перетворення:
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(2.14)

є одночасно оберненою матрицею до [Т], тому що
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де [I] – одинична матриця.


[image: image28]
Рис. 2.3 – Поворот координатного вектора
Зауваження. Існує інший цікавий і корисний результат. Якщо знайти транспоновану матрицю до [Т], то бачимо, що обернена матриця обертання є транспонованою
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(2.15)

Оскільки формально визначник зворотної матриці обчислюється набагато складніше, ніж визначник транспонованої, то вираз (2.15) є досить важливим і корисним результатом.
Приведемо матриці перетворень поворотів на деякі кути:

45º – 
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60º – 
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90º – 
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180º – 
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360º – 
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2.5
ВІДОБРАЖЕННЯ
Відображення відносно прямої у = 0 (вісь х) отримується з використанням матриці
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(2.16)
Відображення щодо прямої х = 0 (вісь у) матиме вигляд:
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(2.17)
Відображення щодо прямої у = х матиме вигляд:
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(2.18)
Відображення щодо прямої у = –х матиме вигляд:
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(2.19)
У кожної з цих матриць визначник дорівнює –1. У загальному випадку, якщо визначник матриці перетворення дорівнює –1, то перетворення дає повне відображення.
Якщо два повних відображення здійснюються послідовно відносно прямих, що проходять через початок координат, то результатом буде повний поворот відносно початку координат.
Наприклад, нехай трикутник ABC, з координатами вершин (4, 1), (5, 2), (4, 3) відображається щодо осі х, а потім відносно прямої y = –х. Результати відображень наступні
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Повернемо трикутник відносно початку координат на кут α=270° і одержимо аналогічний результат
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2.6
МАСШТАБУВАННЯ
У загальному випадку для матриці 
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—якщо а = d, b = c = 0, виконується пропорційне масштабування; 
· якщо 
а = d > 1 відбувається розширення, тобто збільшення зображення;

· якщо а = d < 1, то відбувається рівномірний стиск;

—якщо a ≠ d, b = c = 0, то масштабування буде проведено непропорційно. Непропорційне розширення й стиск виникають у залежності від значення a і d, що можуть бути меншими або більшими від 1, незалежно один від другого.
На рис. 2.4 трикутник АВС перейшов в пропорційно збільшений трикутник А*В*С* за допомогою перетворення
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[image: image45]
Рис. 2.4 – Пропорційне і непропорційне масштабування
а також непропорційно змінився за допомогою перетворення
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Для того щоб одержати чисте масштабування без ефекту переміщення, центр фігури треба помістити в початок координат. 
2.7
КОМБІНОВАНІ ПЕРЕТВОРЕННЯ
За допомогою матричних операцій над координатними векторами, що визначають вершини фігур, можна керувати формою й положенням тіл. Однак для одержання бажаного положення може знадобитися більш одного перетворення. Так як операція множення матриць не комутативна, то важливим є порядок виконання перетворення.
Наприклад. Нехай задано вектор з координатами 
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 і перетворення: 1) Т1 – поворот на 90º, 2) Т2 – відображення відносно прямої 
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Застосуємо перетворення у такому порядку:
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і, навпаки, спочатку Т2 а потім Т1:
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Обидва результати різні. Отже, тим самим підтверджується важливість порядку застосування перетворень. 
Матричні перетворення застосувалися послідовно до результатів попередніх перетворень. Такого ефекту можна досягти попередньо перемноживши матриці, а потім отриману матрицю застосувати до вихідного вектора. 
Наприклад. 
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Результат збігся з вище приведеним. 

2.8
ПЕРЕМІЩЕННЯ Й ОДНОРІДНІ КООРДИНАТИ
Ми розглянули ряд перетворень, що здійснюються за допомогою (2×2)-матриці загального перетворення. Серед них поворот, відображення, масштабування, зсув та інші. Вихідна система координат була інваріантна стосовно всіх перерахованих перетворень. Однак виникає необхідність змінювати положення початку координат, тобто перетворювати кожну точку на площині. Цього можна досягнути шляхом переміщення точки початку координат чи будь-якої іншої точки на площині
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Константи переміщення 
[image: image58.wmf]m

 і n не можна ввести у матрицю (2×2). Тому для цього використовують однорідні координати.
Однорідні координати неоднорідного координатного вектора [х у] це трійка [х' у' h], де х = х'/h, у = у'/h, а h — деяке дійсне число. Випадок h = 0 є особливим. Завжди існує один набір однорідних координат виду [х у 1]. Це представлення координатного вектора [х у] на фізичній площині ху. Всі інші однорідні координати представляються у виді [hx hy h]. Дані координати не зберігають однозначності, наприклад, усі наступні координати [6 4 2], [12 8 4] представляють фізичну точку (3,2).
Матриця перетворення для однорідних координат має розмір 3×3:
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(2.20)
де елементи а, b, с і d точно відповідають елементам, розглянутим раніше. Елементи m і n є коефіцієнтам переміщення в напрямках х та у відповідно. 
Відзначимо, що кожна точка площини і навіть початок координат х = у = 0 тепер можуть бути перетворені
2.9
ПОВОРОТ НАВКОЛО ДОВІЛЬНОЇ ТОЧКИ

Раніше ми розглядали поворот навколо початку координат. Однорідні координати передбачають механізм виконання поворотів навколо точок, відмінних від початку координат. У загальному випадку поворот навколо довільної точки може бути реалізований за алгоритмом:

1) переміщення точки в початок координат;

2) виконання необхідного повороту;

3) переміщення, результату назад у вихідний центр обертання. 
Таким чином, поворот вектора [х у 1] навколо точки 
[image: image60.wmf](
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, на довільний кут θ можна здійснити в такий спосіб:


[image: image61.wmf]=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

=

1

0

1

0

0

0

1

1

0

0

0

cos

sin

0

sin

cos

1

0

1

0

0

0

1

]

1

[

]

1

[

*

*

n

m

n

m

y

x

y

x

q

q

q

q



[image: image62.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

+

-

-

-

=

1

sin

)

1

(cos

sin

)

1

(cos

0

cos

sin

0

sin

cos

q

q

q

q

q

q

q

q

m

n

n

m

 

(2.21)
2.10
ВІДОБРАЖЕННЯ ВІДНОСНО ДОВІЛЬНОЇ ПРЯМОЇ
Ми розглянули відображення відносно прямих, що проходять через початок координат. Іноді потрібно виконати відображення об'єкта відносно прямої, що не проходить через точку початку координат. Це можна зробити, скориставшись процедурою, аналогічною повороту навколо довільної точки. Конкретно виконуються наступні дії:
- переміщення прямої й об'єкта таким чином, щоб лінія пройшла через початок координат;
- поворот прямої й об'єкта навколо точки початку координат до збігу з однієї з координатних осей;
- відображення щодо координатної осі;
- зворотний поворот навколо початку координат;
- переміщення у вихідне положення.
У матричному вигляді дане перетворення має вигляд
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(2.22)
де 
[image: image64.wmf]T

¢

 – матриця переміщення, R – матриця повороту навколо початку координат R' – матриця відображення.
Матрицю перетворення розміром 3×3 для двовимірних однорідних координат можна розбити на чотири частини
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а, b, с і d – коефіцієнти масштабування, обертання, відображення й зсуву відповідно. Елементи 
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 і 
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 задають переміщення. p і q відповідають за проектування, s за пропорційне масштабування. Якщо s < 1, то відбувається розтяг, а якщо s > 1 – стиск.
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