просторові перетворення
Щоб перейти до просторових перетворень, треба поширити двовимірний аналіз на три виміри. Точка в тривимірному просторі задається у вигляді [x y z]; в однорідних координатах [x y z 1]. Як і раніше, перетворення з однорідних координат у звичайні задається формулою


[image: image1.wmf][

]

.

1

'

'

'

*

*

*

ú

û

ù

ê

ë

é

=

h

z

h

y

h

x

h

z

y

х





(3.1)
Узагальнену матрицю перетворення розмірності 4×4 для тривимірних однорідних координат можна представити в наступному вигляді:
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(3.2)

Її можна розділити на чотири окремі частини: 
[image: image3.wmf].
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Верхня ліва (3×3)-підматриця задає лінійне перетворення1 у формі масштабування, зсуву, відображення й обертання. Ліва нижня (1×3)-підматриця задає переміщення, а права верхня (3×1)-підматриця — перспективне перетворення. Остання права нижня (1×1)-підматриця задає загальне масштабування. У загальному випадку дане перетворення (3.2) здійснює комбінацію зсуву, локального масштабування, обертання, відображення, переміщення, перспективного перетворення і загального масштабування.

3.1
ТРИВИМІРНЕ МАСШТАБУВАННЯ

Діагональні елементи (4×4)-матриці узагальненого перетворення задають локальне й загальне масштабування. Перетворення
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(3.3)

показує дію локального масштабування. 
Загальне масштабування можна здійснити використавши четвертий діагональний елемент 
[image: image5.wmf]s

. Як і раніше, при s < 1 відбувається розтяг, а якщо s > 1 – стиск. 

Наприклад, якщо одиничний куб з координатами вершин (0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 0) збільшуємо вдвічі, то необхідно застосувати перетворення 
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Однорідний координатний множник 
[image: image8.wmf]5
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=

h

, тому, щоб отримати фізичні координати треба кожен вектор розділити на 
[image: image9.wmf]h

. Отримаємо результат збільшений у два рази
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3.2
ТРИВИМІРНИЙ ЗСУВ
Недіагональні елементи у верхній лівій 3×3-підматриці узагальненої матриці перетворення розміром 4×4 задають зсуви в трьох вимірах, тобто,
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(3.4)
3.3
ПРОСТОРОВИЙ ПЕРЕНОС

Матриця просторового переносу має вигляд:
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(3.5)

Переміщені однорідні координати отримуємо за допомогою перетворення
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3.4
ТРИВИМІРНЕ ОБЕРТАННЯ

Перш ніж переходити до тривимірного обертання навколо довільної осі, розглянемо обертання навколо кожної з координатних осей. При обертанні навколо осі х залишаються незмінними х-координати координатного вектора. Фактично обертання відбувається в площинах, перпендикулярних осі х. Аналогічно обертання навколо осей у та z відбувається в площинах, перпендикулярних осям у та z відповідно. Перетворення координатного вектора в кожній з цих площин задається матрицею двовимірного обертання (2.13). Ця матриця і незмінність координати х при обертанні навколо осі х дозволяють записати 4×4-перетворення однорідних координат при повороті на кут θ в у виді
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(3.6)

Обертання вважається позитивним за правилом правої руки, тобто по годинній стрілці, якщо дивитися з початку координат у позитивному напрямку осі обертання. Правило правої руки для обертання формулюється в такий спосіб: направте великий палець правої руки в позитивному напрямку осі обертання. Тоді природний спіральний рух пальців вказує позитивний напрямок обертання.
Аналогічно матриця перетворення для обертання навколо осі z на кут ψ має вигляд
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(3.7)

При обертанні на кут 
[image: image16.wmf]f

 навколо осі у перетворення має вигляд
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(3.8)

Зауважимо, що в (3.8) знаки в синусів протилежні знакам цих членів у рівностях (3.6) і (3.7). Це потрібно для того, щоб був позитивний напрямок за правилом правої руки.

Якщо треба робити більш ніж один поворот, то необхідно знайти результуючу матрицю. Так як тривимірні обертання одержуються за допомогою перемножування матриць, а вони не комутативні, то порядок перемножування впливає на кінцевий результат.
3.5
ТРИВИМІРНЕ ВІДОБРАЖЕННЯ

У тривимірному просторі відображення відбувається щодо площини. Тривимірне відображення щодо площини еквівалентно обертанню навколо осі в тривимірному просторі в чотиривимірний простір і назад у вихідний тривимірний простір. Для чистого відображення визначник матриці дорівнює - 1.

При відображенні відносно площини ху змінюється тільки знак z-координати координатного вектора об'єкта з „+” на „–”. 
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(3.9)

При відображенні відносно площини yz

[image: image19.wmf].

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

]

[

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

=

T






(3.10)

При відображенні відносно площини хz
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(3.11)

3.6
КОМПОЗИЦІЇ ПЕРЕТВОРЕНЬ

Послідовні перетворення можуть бути скомбіновані чи об'єднані в одне (4×4)-перетворення, що дає той же самий результат. Перемножування матриць є некомутативною операцією, тому дуже важливим є порядок виконання перетворень. Правильний порядок визначається положенням конкретної матриці перетворення щодо матриці координатного вектора. Матриця, найближча до матриці координатного вектора, задає перше перетворення, а остання – останнє перетворення. Математично це можна записати в такий спосіб:

[X][T] = [X][T1][T2][T3][T4]...,

де [T] = [T1] [T2] [T3] [T4]... і [Ti] є довільною комбінацією матриць масштабування, зсуву, обертання, відображення, переносу, перспективного перетворення і проектування. Оскільки перспективні перетворення спотворюють геометричні об'єкти, а перетворення проектування приводять до втрати інформації, то у випадку наявності цих матриць вони повинні бути розташовані відповідно передостанньою і останньою по порядку.
3.7
ПОВОРОТ НАВКОЛО ДОВІЛЬНОЇ ОСІ В ПРОСТОРІ

Поворот навколо довільної осі в просторі виконується за допомогою переносу і простих поворотів навколо координатних осей. Оскільки метод повороту навколо координатної осі відомий, то основна ідея полягає в тому, щоб сполучити довільну вісь обертання з однієї з координатних осей.

Нехай довільна вісь у просторі проходить через точку (x0,y0,z0) з направляючим вектором (cx, cy, cz). Поворот навколо цієї осі на деякий кут δ виконується за наступним алгоритмом:

-
виконати перенос так, щоб точка (x0,y0,z0) знаходилася в початку системи координат;

-
виконати відповідні повороти так, щоб вісь обертання збіглася, наприклад, з віссю z;

-
виконати поворот на кут δ навколо осі z;

-
виконати перетворення, зворотне тому, що дозволило сполучити вісь обертання з віссю z; 
-
виконати зворотний перенос.
3.8
ВІДОБРАЖЕННЯ ЩОДО ДОВІЛЬНОЇ ПЛОЩИНИ

Перетворення, задані в рівняннях (3.9)-(3.11), здійснюють відображення щодо координатних площин х = 0, у = 0, z = 0 відповідно. Часто виникає необхідність відобразити об'єкт щодо довільної площини. Це можна зробити за допомогою процедури, що поєднує раніше визначені прості перетворення. Один з можливих методів складається в наступному:

-
перенести точку Р, що належить площині відображення, у початок системи координат;

-
повернути вектор нормалі до площини відображення в початок координат до збігу з віссю +z, тепер площина відображення буде збігатися з координатною площиною z = 0;

-
відобразити об'єкт щодо координатної площини z = 0;

-
щоб одержати результати, необхідно виконати перетворення, зворотні до описаних в перших двох пунктах.

_1188786199.unknown

_1188787203.unknown

_1188787368.unknown

_1188787753.unknown

_1188788630.unknown

_1188787441.unknown

_1188787210.unknown

_1188786433.unknown

_1103534645.unknown

_1103534662.unknown

_1188785529.unknown

_1188785664.unknown

_1103534666.unknown

_1103534663.unknown

_1103534647.unknown

_1103534661.unknown

_1103534646.unknown

_1103534640.unknown

_1103534644.unknown

_1103534635.unknown

